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AUKUuui* 



Der grosBartige Aiifaoliwuug, welchen die Natur wiBBen Schäften 
in unserer Zeit erfahren hahen, ist, wie allgemein anerkannt wird, 
wohl aum kleinsten MaMBe durch die Aushildung und Verbreitung 
der Unterrichtsmittel, der EsperimentalTorleaungen, Labora- 
torien u. s. w., bedingt. Während aber durch die vorhandenen 
Einrichtungen iwar die Kenntnias des gegenwärtigen Inhaltes der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch- 
stehende und weitblickende Männer wiederholt auf einen Mangel 
hinweisen müasen, welcher der gegenwärtigen wissenschaftliehen 
Ausbildui^ jüngerer Kräfte nur zu oft aniiaftet. Es ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an 
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
Gebäude der Wissenschaft ruht. 

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker 
der exakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren- 
den und Lernenden zugänglich gemacht werden. Es soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel befichant werden, welches das Eindringen 
in die Wisaenachaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist 
aber auch ein Foraehungsmittel von grosser Bedeutung. Denn 
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen sich entwickelt und Früchte getragen haben, sondern 
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissensch^ Arbeitenden und 
Forachenden bilden jene Schriften eine uneracliöpfliche Fundgrube 
von Anregungen und fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen 
ihrem Namen gemäaa die rationellen NaturwisBenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
ausdenGebietenderMathematik,AatroEomie, Physik, Chemie 
(einsehlieaslich Kry stallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Eedaktion führt von jetzt ab Professor 
Dr. Arthur von Qettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissea- 
Bchaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
übernahmen: für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), für Krystallkunde Prof Dr. 
Groth (München), für Pflanienphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig). 



Erschienen sind bia jetzt aus dem Gebiete der 

Mathematik: 

Ni. 2. e. F. (Janss, Allg. Lehrsätze in Beziehung anf die im varkehrten 
Verhältniasa das Quadrats der Eiitfernong wirkenden Anzlehnnga- 
und AbätoBsungB-Kräfta. (1840.) Herausgeg, v. A. Wangarin. 
(60 s.) ^—.80. 
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. C. F. flansS, Flaohentheorie. {1917.] DeuUch heraueg. t. A. Wan - 
gorin. Zweite reTldlrte Anfiage, [64 S,) ^ —.80. 

. C. F. flanSS, Die 4 Beweise der Zertsgurig ganzer algotr. FmioHo- ' 
neu eto. (1799—1849.) Herausg. v. E, Netto. Mit 1 Tif, (81 S.) 
Jl 1.50, 

. A. Bravaia, Atliandlangen über symmetr. Polyeder, (1849.) übets. 
und in Gemeinsfibaft mit P. Groth herausg. von C. u. E. Bl aains. 
Mit 1 Taf. (50 S.) Jl 1.—. 

. Üb. d. Annlehniig homogenet Gllipsaide. Abbandlungen von Lsplsce 
(1782), Irory (1809), Ganss (1813), Cliasles (1838) und DiricUet 
(1839). HerauBg-vonA. Wangerln. [118 S.) ^%—. 

.Abhandlungen über VarktionB ■ Beehnong. I. Theil: Abhand- 
lungen Ton Joh. BernouUi (1696), Jac. BernonUi (1697) und 
Leonliard Enler (1T44). Heransgegeben von P. Stäctel. Mit 
19 Testflgucen. (144 S.) ^ 2,—. 

'. II. Theiir Abhandlungen von Laerange (1762, 

1770), Legendre (1786) und Jacobi (1837), Herausgegeben Ton 
P. Stäckel. Mit 12 Teitflgnreu. (HOS.) ^1.60. 

. J. H. Lamliert, Anmerkungen und Znsätze znr Entvferfung der 
Land- und Himmel seh arten. (1772.) Herauegeg, von A. Wan gerin. 
Mit 21 Textflgnren. (96 8.) Jl iM. 

: Lagrangeu. flanss, Abbandinngen übet Kartenprojeetion. (17 ?9 
und IS'ri.) Heransgeg von A Sängerin. Mit 2 Testflgnran. 
(102 S.) Jl 1.60 

I. Jacob Steiner, Die geometr OonstrUPtionLii msgefiibrt mittelst der 
geraden Linie und einea festen Rreiäes, eis Lehrgegenstand auf 
höheren Unterrichts Anstalten uni zur pralttischen Benutzung. 
(1833.) Herausgegeben von A J v Oettingen. Mit25Test- 
flgnren. (85 S.) ^ 1 20 

t. C. 0. i. Jacobi, Über die vleifa h penoüjchen Functionen zweier 
Variabein, auf die sich die Tieone der Abel'sohen Ttansnenden- 
.ten stützt. (1834) Herausgegeben von H.Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A Witting (40 S.) Jl —.70. 

'. Georg Bosenhain, Abhandlung über die Functianen zweier 
Variabler mit vier Perioden, welche die Inversen sind der ultta- 
elUptlscben Integrale erster Klasse. (1851.) 
H. Weber. Aus dem Französischen übersetit v 
(94 S.) .£ 1.60. 

'. A. flöpel, Entwurf einer Theorie der Abel'schen Ttanscendenten 
erster Ordnung. (1847.) Herausgegeben von H, Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A, Wtttlng. (60 S.) ^ 1. — . 

. N, H. Abel, Untetsuehnngen über die Reihe: 

m [,..„-1) „. („-!). („-0 ) 

T^ 1 1.2 ■^ 1-2-3 

(1820.) Herausgegeben von A. Wangerin. (46 S.) Jl 1.—. 

(. Leonhard Eller, Zwei Abhandlungen übet sphärische Trigono- 
metrie. Grundzüge der sphärischen Trigonometrie und allgemeine 
sphärische Trigonometrie. (1753 u. 1779.) .^na dem Frani3sischen 
und Lateinischen übersetit und herausgegeben von E. Hammer. 
Mit 6 Figuren Im Test. (65 S.) ^ 1.—. 

r. C. 6. J. Jacobi, über die Bildung und die Eigenschaften der Deter- 
minanten. (De formatlone et proprietatibus Deteimlnantium.) 
(1841.) nerausgegeben von P. Stäckel, (73 S.) ^ 1.20. 

i. j. CO. Jacobi, über die Functionaldetermlnanten. (De detei- 
minanübns functionsllbOB.) (1841.) Herausgegeben votiP.Stäckel 
(72 S.) Jl 1.20. 
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Nr. 82, Jacob Steiner, SystematiBohe EntTrioklimg der Abhängigkeit geo- 
metrischer Gestalten voneinander, mltBerückälobtigTuigderArbeitan 
»Uei nnd neuer Geomeler über Porismen, Projectiona-Methoden, 
Qeometiie der Lage, TransTeisaleu, Dualität und Reciprocltät etc. 
(1832.) I. Tbeil. Harauagegeben von A. J. v. Oettingen. Mit 
2 Tafeln und 14 Fig. im Test. (126 8.| Jl %—. 

« 83. II. Tbeil. Herausgegeben von A, J, v, Oettingen. 

Mit 2 Tafeln und 2 Tfgnren im Test. [162 S.) M 2.40. 

1 90. Ä.BraTais, Alibandluiig über dieSyeteme von regelmässig auf einer 
Ebene oder im Raum TerCheiltenFnnliten. (1848.) Üben. u. heraus- 
gegeben yon C. ii. E. BUsius. Mit 2 Tafeln, (142s.) Jl%—. 

> 91. G. Lejeniie Dirichlet, Untersuchungen übet yerscliiedene An- 
wendungen der Inflnitesimalanalysis auf dieZahlentbeorie. (1839 bis 
1840,) DeutschherausgegebenTonR-Hauasner. (128S.) MI.—. 

» 93. LeODliardEnler, Drei Abhandlungen über Kartenprojeotion. (1777). 
Mit 9Textfig. Herausg. von A. Wangeiin. (78 8.) ^.1.20, 

» 103, Joseph LooisLagrange'ä Zusätze zuEuler'sElementen der Algebra. 
Unbestimmte Analysis. Ana d m F "1 ben übersetzt von 
A, J. von Oettingen, herau H ■« (171 S.) .Ä 2.60. 

» 107, Jakob Bemonlli, Wahtsobein g (Ars coi\]ectandi). 

(1713,} I, u. JI. Tbeil. h rausgegeben Ton 

ILHaussner, Mit I Figar mT 2S .«2,50. 

"108. ni, u. IV. Theil mi d m A g Brief an eluan 

Freund über das BallBpi P m . Übersetzt und 

herausgegeben von K.HauBBn M 3Fg 1729.) JT 2.70. 

»lll-N. H. Abel, Abhandlung über Klasse algebraisch 

attflBsbarec Gleichungen. H Alfred Loewy 

(50 S.) Jl —.90. 

» 112, Anglistin - Louis Canehy, g bp-Ummte Inte- 

grale zwischen Imaginären G ( 825) Herausgegeben \Dn 

P. StäckBl. (80 S.) M 1.25 

»113. Lagrange (1772) und Csucby 9) Z bbandlungen mr 

Theorie der partiellen Diffe g erster Ordnung. 

Ans dem Franz ösiacben übe h «igegeben von Dr, 

Gerhard KowalewBÜ (54 S.) Jl 1.—. 

» 116. Iiejenne Dirichlet, Die Darstellung ganz vlllkürlicber Functionen 
durch Sinus- und Oosinusreiiien (1837) und Philipp Ludwig 
Seidel, Mete übet eine Eigenschaft der Reihen, wdche diacon- 
tlnuiiliche Functionen darstellen (1847). Herausgegeben von 
Heinrich Siebmaun. (58 S.) M 1.—. 

» 117, Clasparil Monge, Darstellende Geometrie (1798). Übersetzt und 
heraus gegeben von Robert Haiissner. Mit zahlreichen Figuren in 
dem Teite und in den Anmerkungen, (217 S,) M 4. — . 

»122. Carl Friedrich Qanss, Sechs Beweise des Fundsmentaltbeorems. 
über quadratische Beste. Herausgegeben von Eugen Netto. 
(111 S,) Jl 1.80. 

« 123. Jacob Steiner, Einige geometrische Betrachtungen (1836), Heraus- 
gegeben Ton Rudolf Sturm. Mit 4(j Figuren im Teste und in 
den Anmerkungen. (125 S,) Jl 2.—. 
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[17] Einige geometrisclie Betrachtungen 

Jacob Steiner,') 

{Jaooh Sle/im-'a Gesiiininelte Werke, Bd. 1, S. 17—70.) 

Diö in den nach stell enden Paragraphen angefangenen Be- 
trachtungen enthalten die Grundlage der geometriachen Unter- 
suchung über dag Sebneiden der Kreise. Es lassen sich 
daraus die Auflöaungen fast aller Aufgaben über das Sohnei- 
den und Berllbren der Kreise entwickeln, und zwar in den 
meisten Fällen sehr einfach; auch wird durch sie oft zwischen 
mehreren Aufgaben, welche auf den ersten Anblick keine Ge- 
meinschaft zu haben seheinen, ein gewisser Zusammenhang 
sichtbar. Zwei andere Gegenstände, die sieh mit Erfolg auf 
die Curven und Flächen zweiten Grades, die sogenannten 
Poriamen und die meisten Sätae, welche man gewöhnlich durch 
die Theorie der Transversalen zu beweisen pflegt, anwenden 
lassen, sind die harmonische Proportion und die per- 
apectivische Projection. 

Vor etwa drei Jahren sah sieh der Verfasser dieser Ab- 
handlung, zufälliger Weise, zur Beschäftigung mit der Auf- 
gabe: 1) einen Ki-eis zu beschreiben, welcher drei andere, 
gegebene Kreise berührt; 2) mit der Malfatti'seheü Aufgabe 
(Nr. 14); so wie 3) mit dem XV. Theorem im IV. Buch der 
Collect, mathein. von Pappiis; und 4) mit verschiedenen Poris- 
men und der rein geometrischen Betrachtung der Curven und 
Flächen zweiten Grades, angeregt. Den Pappischeu Satz kannte 
er nur ohne Beweis; ebenso die J/(i//ß((i'sche Aufgabe; von 
der ersten [1] jedoch die Rete'sche geometrische Lösung. 

Der Verfasser pflegt in der fiegel nicht eher über eine 
Anfgabe oder über einen Gegenstand weiter nachzulesen, bevor 
er nicht selbst eine Auflösung oder Sätae darüber 
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4 Jiicob Steinei'. 

hat, um alsdaun seine Eesultatc mit den schon vorhandenen 
zu vergleichen. 

Dieses fand auch hei den eben geiiaimten Gegenständen 
Statt; das Beatreben des Verfassers war, z. B. bei den Auf- 
löanngeu der verschiedenen [20] Aufgaben Aber Berührung der 
Kreiäe , den ihnen znm Grunde liegenden gemeinschaftlichen 
Zuaamtuenhang zu linden. 

Den Satz (Nr. 3), »dstss der Ort der gleichen Tangenten 
zweier gegebenen Kreise eine gerade Linie sei-, hatte der 
Verfasser schon bei einer frilhem geometrischen Untersuchung 
gefunden. Die Bedeutung der Äehnlichkeitspnukte (Nr. 7) 
und der gemeinsehaftliehen Potenz [Nr. 11) zweier Kreise, 
von denen schon bei I'ajtjms und Ttrta sich Spuren iiuden, lernte 
er durch ihre von ihm gefundene vielseitige Anwendbarkeit 
erkennen. Mittelst der Anwendung dieser drei Sätze offen- 
barte sieh ihm nun der gesnclite Znsammenhang der verschie- 
denen Aufgaben flber Berührung der Kreise, welche er sich 
voi^elegt hatte, nebst einer Menge damit in Verbindung stehen- 
der Sätze. 

Als unn der Verfasser seinen Gegenstand einigermasaen 
erschöpft zu haben glaubte, sah er sich auch nach demjenigen 
um, was Andere gethan. Er sah, daas die i'rauzosen nicht 
nur einen gi'ossen Teil der von ihm gelösten Sätze und Auf- 
gaben schon besitzen, sondern auch bei den Beweisen und 
Auflösungen aieh fast allenthalben derselben Mittel bedient 
haben, wie er. In Hinsicht der Anwendung der harmonischen 
Proportion und der perspectivischen Projection auf eine grosse 
Menge geometrischer Gegenstände (besonders auf die Curvea 
und Flächen zweiten Grades, die Porismeu u. s. w.) fand er 
besonders bei Pmwelct {Trailc des proprUtes pivjeclivcs des 
figures}*) sowohl viele seiner Sätze, ala auch denselben Gang 
der Betrachtung. 

Für die Versicherung, dass der Verfasser dasjenige, was 
die Franzosen in dieaer Hinaicht gethan, vorher nicht gekannt 
habe, hofft er, werden nicht allein diejenigen seiner Bekann- 
ten, welche, bei täglichem Umgange mit ihm, die Entstehung 
und Ent\vickeluDg seiner Arbeiten beobachteten, sondern dem 
Sachkenner wird auch scheu die umfassendere, allgemeinere 
Entwickelungsweise in den Untersuchungen, aus welcher nicht 
nur alle jene Betrachtungen, sondern aueh eine gi'osse Menge 

*) Vergl. Crelk's Journal Bd, 1. S, 96.-^) 
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Kinige geometrische Betrachtungen. 5 

ueaer Resultate von aeibst hervorgehen, ein Zengniss ablegen. 
So hat er z. B. die Untei-stichüngen über Kreise nnd Kugeln 
auf die Weise verallgemeinert, dass die Winkel, unter wel- 
elien dieselben sich schneiden, betrachtet werdeu, so dass die 
Berührung nur als ein specieller Fall des Schneidens anzu- 
sehen ist, nämlich der, wo der Schneidungawinkel gleich 0" oder 
gleich 180" ist. Und zwar löst er dnrch Hülfe der in den 
nachstehenden Pai'agraphen (I, II, III.) entwickelten Lehrsätze 
nicht allein alle die verschiedenen {Apollonischen) Anfgahen 
über Berflhrung der Kreise nnd der geraden Linien etc., son- 
dern noch weit mehr Aufgaben über das Schneiden der 
Kreise; wie z. B. folgende: 

[21] »Einen Kreis zn beschreiben, welcher drei cler Grösse 
und Lage nach gegebene Kreise Kj, Kj, K, respective unter 
den gegebenen Winkeln '/, , «j, «^ schneidet. = 

»Einen Kreis zu beschreiben, welcher rier der Grösse und 
Ijage nach gegebene Kreise unter einerlei Winkel schneidet.« 
U. s. w. 

Und zwar werden alle diese Aufgaben ebensowohl bei 
Kreisen, die in einerlei Ebene, als bei Kreisen, die in einerlei 
Kugelfläche liegen, gelöst. Ferner werden analoge Aufgaben 
bei Kugeln im Räume gelöst, als z. B. : 

>Eine Kngel zu beschreiben, welche vier der Grösse und 
Lage nach gegebene Kugeln Kj , Kj, K,, K, respective unter 
den gegebenen Winkeln a, , st^, et,, a, schneidet.« 

sEine Kugel zu beschreiben, welche fflnf der Grösse und 
I age na^'h gegebene Kugeln unter einerlei Winkel schneidet ■ 
I s w 

Nach dem finhein Plane des Veilaisei^ aoIlt«n seine geo 
metiisehen Untei Buchungen ein zusammenhangendes Werk lu'i 
machen -»Hein bei der Ansaibeitung tand sieh d'»sa es zu 
ausgedehnt weiden "«tlrde indererseits wai es ihm bis jetzt 
noch nicht m>gheh seinen ljnter=(uehungen ein bestimmtes Ziel 
zu letzen weil sieh dieselben noth tighch erweitern und aut 
neue Gegenstände anwenden lassen so dass bestimmte Sehian 
ken dei freien Lutwickelun^ de** Gegenstindes nui mchthcilig 
sein würden Her 'S erfat ei wiid daher eist einen Theil di 
\ jn wel hei 

Das Schnellen (mit Finichlisi dei Beruhrungl dei 
Ivrene lu dei Ebene dii Schneiden tei Kugeln im 
I a imp ui d li« S hn idcn lei K eis nit de Ki" I 
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enthalten soll, l'ntei Buchungen, welche achon voi zwei Jahren 
beendet >sareu, uiid deren Ansarbeitung znm Drucke gegen- 
«ärtie beinahe \ ollendet ist, in einem Bande von etwa 2^ 
bia 30 Bogen heranageben, und wenn dieser erate Theil einige 
Theilnahme findet, die llbiigen Unteianchnngen nachfolgen 
labten 



§ 1. Xan der Potena bei Kreiaeo, die iu einerlei Kbene lit'geu. 
1. 
Wenn die geraden I^inien Mm und l'G (Fig. 1) auf ein- 
ander senkrecht stehen: so ist für 
„ jeden beliebigen Punkt P des Perpen- 

/\^ dikelä PG, wenn mau die Punkt« m, 

/ \ M als gegeben betrachtet: 

/ X^ MP^ — mP' = MG^ — m G'-, 

"" das heisst: 

>Der Unterschied der Quadrate 
Fig. 1. der Abstände aller Punkte P der 

Senkrechten P G von zwei gegebenen 
Punkten M, m ist eine unveränderliche [22] Grösse, nämlich 
gleich dem Unterschiede der Quadrate der Abstände i/G, «?. ff 
der Senkrechten PG von den gegebenen Punkten M, m.f 
Hieraus folgt: 

»Dass der geometriache Ort eines Punkts P, für welchen 
der Unterschied der Quadrate seiner Abstände von zwei ge- 
gebenen Punkten M, m gleich ist einer gegebenen Grösse m*, 
eine gerade Linie PG ist, welche auf der die gegebenen 
Punkte verbindenden Geraden {Mm) aenki-echt steht.« 

Bezeichnet man den Abstand der gegebenen Punkte M, m 
von einander durch n: so ist 

31G + m a = n und MQ^ — m G^ = Jf^ 
Daraus folgt: 



In den Lehrbüchern der Geometrie findet 
Satz bewiesen: 
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"Werden ans einem in der Ebene eines Kreises M (Fig. 2) 
willkürlich angenommenen Punkte P gerade Linien PÄB, 
PCD . . . gezogen, die den Kreis schnei- 
den: so iat dag Product [Rechteck) aus 
den Abständen des Pnnkts von den 
Durehsehnittapunkten der schneidenden 
Linien eine beständige Grösse; d. h. 




PA X /-"-R = J'(' X J'/J = ■ ■ - ' 

Dieses Product, für einen bestimm- 
ten Punkt in Bezug auf einen gege- ^'S- 2. 
benen Kreis, soll 

»Potenz des Punkta in Bezog auf den Kreia«, 
oder auch umgekehrt: 

»Potenz des Kreises in Bezng anf den Punkt**) 
heissen. 

Ferner wollen wir sagen : Die Potenz eines Punkta in Be- 
zug auf einen Kreia aei äusaerlich oder innerlieh, je nach- 
dem der Punkt ausaerhalb oder innerhalb dea Kreises liegt. 

Liegt der Punkt P ausserhalb des Kreises M (Fig. 2) : so 
iat aeine Potenz gleich dem Quadrat der 
aus ihm an den Kreis gelegten Tangente 
PT. Die Potenz eines innerhalb dea Kreia ea 
M liegenden Punkts Q (Fig. 3) ist gleich 
dem Quadrat der halben kleinsten Sehne 
QO durch den gegebenen Punkt. Be- 
zeichnet man den Halbmeaaer MT, MC 
dea Kreises M (Fig. 2, 3) durch E, ao ist, 
vermöge der rechtwinkligen Dreiecke MTP, 
[23] MQC, die Potenz des ansserhalh des ^'^S-'^- 

Kreises liegenden Punkta P, 

PT^ = PM^ — P\ 

und die Potenz des innerhalb des Kieiaea Iii-genden Punkft 0, 

Q C = R' — 3W^ •■] 

Hieraus folgt, dass Punkte welche gleitb weit ^om Mittel- 
punkt eines Kreises entfeint aind, in Bezug auf ihn gleiche 




Die Alten nannten den constanten Inhalt des zwischen der 
und ihren Asymptoten beschriebeuLU Pirallelogramms 
der Hyperbel«') 
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Potenzen haben. Fällt ein Punkt in die Peripherie eines 

Kreises, so ist seine Potenz gleich 0; und nmgekehri, jeder 

Pnnkt, dessen Potenz in Bezng auf einen gegebenen Kreis 
gleich ist, liegt in der Peripherie des Kreises. 

3. 
Wenn M, tu (Fig. 1) die Mittelpunkte zweier Kreise 3[, in 
sind, deren Radien durch H, r bezeichnet werden mögen, und 
I' ein Punkt ist, welcher zu beiden Kreisen gleiche und gleich- 
artige, d. h. in Bezug auf beide Kreise zugleich änsseriiehe 
oder zugleich innerliche Potenzen bat, so ist entweder (Nr. 2}: 
(a) MP^—B^ = mP^ — r\ 



Am Heideai folgt; 

3ir^ — m]-- ^ R^ — ?■-, 
d. h. : »Der Unterschied der Quadrat« der Abstände des Punkts 
P ist nnter der vorausgesetzten ßedingang eine unveränder- 
liche Grösse {R* — r^), nämlich gleich dem Unterschied der 
Quadrate der Eadien der gegebenen Kreise M, m.« 

Hieraus folgt nach Nr. 1: 

»Dass der Ort eines Punkts P, welcher zu zwei gegebenen 
Kieisen M, in gleichartige und gleiche Potenz hat, eine gerade 
Linie PG ist, welche auf der Axe Mm der Kreise senkrecht 
steht.« 

Wegen dieser Eigenschaft der geraden Linie PO soll die- 
selbe fortin- 

»Linie der gleichen Potenzen dei Kiene 1/ 
heissen. 

Aus den Obigen tolgt,n noch iie /usitzc d'jss 

>Ei-stlich die gerne m s ch ifth che Sehne zweier Kreiie md 

»Zweitens die Linie welche zwei Kieise in einem und 
demselben Punkt berührt zugleich die Iinie ihiei gleichen 
Potenzen ist i 

Da nach Nr ' die Potenz eines lusserhalb deg Kieises 
liegenden Punkt« gleich ist dem Quadrat der Tangente ini 
dem Punkte an dfu Kieis so folgt ferner 

»Dass dei geometrische Ort emes Punl ts P tus w elrUem 
die Tangenten an zwei gegebene Kieise M n l nandci glei h 
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sind, eine anf der Axe Mm der Kreise seukrcoht stehende 
gerade I^inie PG ist." 

[24] Beschreibt mau mit einer der vier TaBgeuten aus dem 
l'unkt P an die beiden gegebenen Kreise einen Kreis P, ao 
schneidet derselbe die beiden gegebenen Kreise rechtwinklig, 
nnd es folgt femer; 

»Dass der geometrisphe Ort des Mittelpunkts P eines Kreises 
J\ welcher zwei gegebene ICreise M, vi rechtwinklig achneidet, 
eine gerade Linie P6 ist, welche auf der Axe 3Im der ge- 
gebenen Kreise senkreelit steht.« 




Es seien M,, M^, Jlf, (Fig, 4) die Mittelpunkte dreier der 
Grösse und Lage nach gegebenen Kreise M,, 3/,, M^. Zu je 
zwei der gegebenen Kreise gehört 
nach Nr. 3 eine Linie der gleichen j^^ 

Potenzen. Wir wollen diese drei 
Linien mittelst der den Kreisen zu- 
kommenden Zahlen und zwar durcli 
;[12), ;(13), /{23) bezeichnen, d. h. 
/ (12) bezeichnet die Linie dergleichen 
Potenzen der beiden gegebenenKreise 
3/,, M^, o.s.-w. 

Derjenige Punkt, in welchem sich l'ig. ^. 

z. B. die beiden Linien /(12), /(13) 

achneiden, und welchen wir durch i'(123] bezeichnen wollen, 
hat, vermöge der ersten Linie U12], zu den beiden Kreisen 
J/i, jlf,, nnd vermöge der andern Linie ?(13), zu den beiden 
Kreisen M^, M, gleiche Potenzen; mithin hat er zu allen drei 
gegebenen Kreisen ilf , , M,, M, gleiche Potenzen, nnd folg- 
lich geht auch die dritte Linie 1(23) dnrch den genannten 
Punkt J>{1'23). Daraus folgt nachstehender Satz: 

>Die drei Ijinien der gleichen Potenzen, welche zn drei 
gegebenen Kreisen, paarweise genommen, gehören, schneiden 
einander in einem und demselben Punkt j)(123].« Wir wollen 
diesen Punkt ;)(123) hinfort 

sPnnktdergloichenPotenzen der dreiKreiseJ/,,^/^,!!/,« 
nennen.'') 

Liegt der Punkt j>(123) ausserhalb der drei gegebenen 
Kreise M^ , J/^ , M^ , so folgt ans Kr. 3. dass die aus ihm an 
die Kreise gelegten Tangenten einander gleich sind, und dass 
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er in diesem Fall dei Mittelpunkt eines Kieiaei ist, welcher 
die drei gegebenen Kleine lechtwinU g schneidet.') 

Da nach Nr. 3 die gerne msehattiiehe Sehne zweier Kreise 
zugleich die Linie der gleichen Potenzen derselben ist, so folgt 
ferner: 

sDass, wenn diei beliebige Krene 1/ J/,, 31, (Fig. 5) 
einander sehneiden dann die diei Sehnen IB ' D, EF, welche 
dieselben paarweise mit einander gemein haben sich in einem 
und demselben Punkte^ (12^) nlmlick im Punkte der gleichen 
Potenzen der drei Kreise sclmeiden.= lind. 

• Dass, wenn drei beliebige Kreise einander berühren, als- 
dann die in deu drei Bertibrnngspunkten an die Kreise ge- 
legten Tangenten in einem und demselben Punkt zusammen- 
treffen. « 




Fig. 5. 



Fig. 6. 



Hieraus folgen ferner nachstehende Sätze: 

[25] »Werden zwei der Grösse und Lage nach gegebene 
Kreise Jl/, , M^ (Fig. 6) von irgend einem willkürlichen Kreise 
M^ geschnitten, so ist der geometrische Ort des Dnrchscknitts- 
punkts P der beiden Sehnen EF, CD, welche der letztere 
Kreis mit jenen beiden gemein hat, eine gerade Linie, welche 
auf der Axe M^M^ der gegebenen Kreise senkrecht steht. = 

Nämlich der Ort des genannten Durchs chnittspunkts P ist 
die Linie der gleichen Potenzen /(12) der beiden gegebenen 
Kreise. Man siebt leicht, wie sich hieraus die Linie der 
gleichen Potenzen /(12) zweier gegebenen Kreise J/,, Ji^ tin- 
den lässt. Ferner: 

»Werden zwei der Lage und Grösse nach gegebene Kreise 
,¥,, Jf, (Fig. 7) von ji^end einem willkürKchen Kreise M, 
berührt, und legt man in den beiden Berührungspunkten A, 
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B Tangenten 17 BP an die Rreiae ^o i^t <lergeometri3i.be 
Ort dei Duichschiiittspunkts F der beiden Tangenten eine 
auf dei Ase U, M^ dei gegebenen Kieiae gcnkiecht -^tehtnde 
gerade I ime 1 Cr namlich dib 
Linie der gleichen Potenzen 
/{12) dei beiden gegebenen 
Kreise M, M^ 

Diiich Umkebmng diesem 
letzten 'Sitzes folgen nach 
stehende Sätze 

Legt man au? einem m 
der Linie dei gleichen Potenzen 
(PO) zweier gegebeneu Kreiiie 
M^, M^ (Fig 71 willkililiLh an 
genommenen äusseren Punkte 
P an jeden Kieis eine Tin 
gente: so bei-ühren dieae Tan- 
genten die Kreise in zwei 
Punkten, in welchen sie auch von einem bestimmten Ki-eisc 
berührt werden können,* Legt man also aus dem Punkte P 
die vier Tangenten PÄ, PB, PC, FD, welche die beiden 
gegebenen Kreise J/, , M^ in den Pnnkten A, B, C, D be- 
rühren: so können die Kreise Jf;, M^ von einem bestimmten 
Kreise {M^) in den Punkten A, B, von einem andern Kreise 
in den Punkten C, D, von einem dritten Kreise in den Punk- 
tea A, G, und endlich von einem vierten Kreise in den 
Punkten B, D berührt werden, Oder was dasselbe ist: 

»Jeder Kreis P (z. 1(. ABGD), welcher zwei gegebene 
Kreise J/, , J/j rechtwinklig schneidet, sehneidet sie in vier 
solehen Punkten A, B, C, D, in welchen dieselben von vier 
bestimmten Kreisen berührt werden können; d. h. jeder der 
vier Kreise berührt die gegebeneu in zwei der genannten vier 
Durchsebnittspnnkte. « 



Fig. r 



Stellt man sich alle möglichen Kreise P,, P^, P, . , , vor, 
von denen jeder zwei gegebene Kreise M^, M._ (Fig. 8) recht- 
winklig schneidet; so folgt nach Nr. 3, daas je zwei derselben 
die Axe J/, Jf, der letztem zur Linie der gleichen Potenzen 
haben, und folglich haben alle Kreise P, , P^, P, ... zusam- 
men die Ase M^M^_ zur Linie der gleichen Potenzen, Das 
beisät (Nr. 3): der geometrische Ort des Mittelpunktes eines 
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Ki-eisea (M, , [26] J/,, J/, ...), welcher alle Kreise P, , P„ 
1\ . . . rechtwinklig scJineidet, ist die Axe M^ M^ der gege- 
benen Kreise M^, M^. 



IMe heideu Scliaaren^) 




i', , P^ ... imtl J/, , 
J/, , jI/, . . . stehen 
(leinuach in einer 
solchen gegensei- 
tigen DeKiehnng, 
dass jeder Kreis 
der einen Schaar, 
jeden Kreis der an- 
dern Sehaar recht- 
winklig schneidet, 
nnd das 3 also die 
Kreise der einen 
Schaar die Axe der 
anderen zur Linie 
der gleichen Po- 
tenzen haben. 

Da die Kreise 
I\,P^, J\... die 
Axe JU, j¥j iU, . . . 
/ur liinic di.1 gleichen 1 itti/cj liibtn, so folgt, dass, wenn 
irgend zwei deiselben emandei schneiden, dann alle zusammen 
einander in denselben zwei Funkten 4 B schneiden, und daas 
ilire gemeinschaftliche Sehne iB die genannte Axe J/jJUjifj ... 
ist. Wenn aber die Kiei'^f dei einen Schaar P„ J-"^, P^ . . . 
einandei schneiden, sd kian ^on den Kreisen der anderen 
Sehaar M^, M Vj keinei einen anderen schneiden.") 

Also: 

»Alle Kreise P^, P, , P, . . ., von denen jeder zwei ge- 
gebene ausser oder in einander liegende Kreise M„ M^_ oder 
M^, M, rechtwinklig schneidet, schneiden sich in zwei be- 
stimmten Punkten A, 5.' Und: 

»Von allen Kreisen Jf,, jlf,, Jf, . . ., welche zwei gegebene 
sich sehneidende Kreise P,, P, rechtwinkl% schneiden, kann 
keiner den anderen schneiden.« 

Da sich nach Nr. 4 die Sehnen, welche der Kreis M, mit 
ii^end zwei Kreisen der Schaar P,, P^, /', ... gemein hat, 
mit der Axe M, M^ (als Linie der gleichen Potenzen der letz- 
teren Ki'eise P, , /', . . .) in einem Punkt schneiden: so folgt, 
dass sich alle Sehnen D 0, EF .... welche der Kreis M. 
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mit den Kre sen P P P e zeln gerne n hat, in einem 

bestimmten Punkt M de 4xe 1/" V chne len 4.ii3 gleieheu 
Gründen folgt I 3 9 li alle Sehne L HI . ., welche 
der Kreis P m t den Iv e scn If V M einzeln ge- 

nommen, g me n hat n e nem bestimmten P nkt P der Ase 
P|P, sehne den Bemerkt man no 1 diss da die Kreise F^, 
P^, P3 . den krea M recht \nklg sehne den, die nach 
den Dui'chschn ttipnnkfen gezogenen P d e P C P D,P^E, .. . 
den Kreis M he h en nnd dass et en so 1 e Radien jf, C, 
M,D, M^H den I es / be-ühren so folgen ans dem 

Ohigen nacl stel ende bekannte S tze 

>Legtmaninshel ebgenin se enPnnktenJ/ 1/. . . . (Pig.9) 
einer gegebenen geraten 1 m e If, J/ velcl e e neu gegebenen 
Kreis I\ schneidet, die Tangenten an diesen Kreis: so gehen 
die Sehnen CD, HI . . ., welche die Berührungspankte der zu- 
sammengeh ürigen Tangenten vevhinden, durch einen und den- 
selben aiTssci-halb des Kreises liegenden Punkt P.' l^nd: 




Fig. 10. 



■Legt man aus Ijeliebigen Punkten I\, F^ ... (Fig. 10) 
einer geraden Linie P^ Pj die Tangenten an einen gegebenen 
Kreis M^ , welcher die genannte Linie nicht schneidet: so 
gehen die Sehnen Ol), EF . . ., [27] welche die Berüh- 
rnngspnnkte der zusammengehörigen Tangenten verbinden, 
durch einen bestimmten innerhalb des Kreises liegenden 
Punkt M.= 

Und umgekehrt: 

^Zieht man ans einem in der Ebene eines gegebenen Kreises 
(Pi Fig. 9 oder M^ Fig. 10) beliebig angenommenen äusseren 
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oder inneren Punkt P, M eine wültliriiche gerade Linie [PCD 
oder CMD], die den Kreis schneidet, und legt in den Dnrch- 
aclmittspunktcn [C, D] Tangenten an den Kreia: so ist der geo- 
metrische Ort dea Durchschnittspunkts (M, oder P^ . . .) dieser 
beiden Tangenten eine gerade Linie (JW, M^ . . , oder P, P^ . . ,), 
welche auf dem durch den angenommenen Punkt [P oder M] 
gehenden Durchmesser fPP, oder MM,} senkrecht steht.« 

Die gegenseitige Lage und Bestimmnng des angenommenen 
äuaaeren Pnnkts /' und der Ortslinie M^M^ in Bezug auf 
den gegebenen Kreis P, ist leicht zu sehen. Nämlich die 
aus dem gegebenen Punkte P (Fig. 9j, an den gegebenen 
Kreis T*; gelegten Tangenten PA, PB berühren den Kreis 
nothwendig in denjenigen Punkten A, P, in welchen er von 
der Oi'tslinie M^ M^ geschnitten wird, n. s. w. 

Bekanntlich finden diese Sätze auf ähnliche Weise bei jeder 
Curve zweiten Grades Statt. Auch finden analoge Sätze bei 
allen Flächen zweiten Grades Statt. 



S II. Von den Aehiiliclikeitspunkten und Aehnliclikeitslinien hei 
Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 

G. 
Sind irgend drei Punkte j¥, m, A, [Fig 11) die in einer 
geraden Linie liegen, gegeben, und zieht man durch den Punkt A 
eine willkürliche geride Linie ^wif, 
und aus den Punkten M m zwei 
beliebige Paiallelen MN mn nach 
jener Linie inN, so ist 

MN:mn = MA m A 
»Zieht man nmgekehit lus den 
Punkten M, r» irgend zwei Paiallelen 
MN,, mn, von lei trioiise dass 




MN, : 



= 3/1 



so liegen ihre Endpunkte iV,, n, mit dem Punkte 4 in einer 
geraden Linie. « 

Äehnlichea findet Statt, wenn man statt des Punkts i einen 
Punkt I nimmt, welcher zwischen den beiden Punkten iU, m 
(Fig. 12) liegt, nur liegen dann die Parallelen 3IN mn oder 
JlfjV,, mn, auf verschiedenen Seiten dei gegebtnen gei iden 
Linie MIiii. 
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Beschiebt mm um 1 f gegct-eni'n tunkte M, m (Fig. 11, 
12) mit zwei bestimmten Hübmesaem MN, inn zwei Kreise 
M 1 tt folgen aus Nr 6 unmittelbar naehstehende Sätze: 

[28] In zwei beliebigen Kreisen M m, (Fig. 11) liegen 
die Endpunkte A n zweier belebigen paiallelen Eadien Jf iV", 
) it die sich iu eineilei Seite dtr Äxe Mm befinden, mit 
einem und demselben bestimmten Punkt 1 dieser Axe in einer 
geraden Linie Lnd 

'In zwei beliebigen Kreisen M, m (Pig 12) liegen die 
Endpunkte iV, n zweier beliebigen paiallelen Eadien MN, mn, 
welche sich anf entgegengesetzten Seiten der Axe befinden, 
mit einem und demselben beafimmten l'unkt / der Axc in 

kder Linie.» Ferner: 





Fig. 12. Fig. 13, 

»Zieht man nach irgend einer geraden Linie Ä7i^N^ oder 
iV, In, (Fig. 13), welche durch einen jener bestimmten Punkte Ä 
oder 1 geht, aus den Mittelpunkten M, m zwei beliebige Paralle- 
len MN, , mm, : so verhalten sich dieselben wie die Eadien 
der Kreise d h ■ es ist 

¥>, mn^ = MN: mn.^ 
Und umgekehlt 

>Zieht man ^ut den Mittelpunkten M, m der gegebenen 
Kreise zwei beliebige Puallelen jy^iV, , mn,, welche sich ver- 
halten wie die Radien der Kreise: so liegen die Endpunkte 
iV,, », derselben entweder mit A öder / in gerader Linie, 
je niohdem die Parallelen auf einerlei oder auf verschieden cn 
Seiten der Axe Mm gezogen sind.' 

Die beiden Punkte A, I, welche zu zwei gegebenen Kreisen 
M, m gehören, wollen wir 

»Aehnlichkeitspunkte der beiden Kreise M, m<s 
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nennen, und zwar A den äossorcn nnd J den inneren 
Aehnliohkeitspunkt. Ferner soll jede aolche gerade Linie.lw., N, 
«j/iV|, welche durch einen der beiden Aehnlichkeitspunkte yl 
oder I geht : 

iiAehnlichkeitsliBie der beiden Kreise M, w, 
nnd zwar ebenfalls änasere oder innere heissen, je nach- 
dem sie durch den änsaeren oder inneren Aelinliclikeitspunkt 
geht. 

Bezeichnet man die Radien äIN, mn dei Kieiäe Jf, m 
durch Ä, )■: so hat man nach Nr. 6 für die Lige dei beiden 
Äehnlichkeitspnnkte A, I folgende Gleichungen 
Il:r = MA: mÄ = MI ml '"1 
Hieraus folgt, dass, wenn z. B. R gleich J/ I, »Isdanu 
auch )■ gleich 7nA ist, und folglich die beiden Kreise emandei 
io dem Punkt Ä iunerlicb berühren; oder wenn li gleich MI 
ist, dasa dann zugleich auch r gleich ml ist, und dass die 
gegebenen Kreise einander nothwendig in dem Punkt 7 ausser 
lieh berühren. Durch Umkehrnng folgt 

>Wenn zwei beliebige Kreise Jf, tu einander lusseilich 
berühreu: so ist der Berührungspunkt zugleich ihi inneiei 
Aehnliehkeitspunkt (7),« Und. 

sWenn zwei beliebige Kreise (M, ii>} ein-iiidei innerlich 
berühren: so ist der Berührungspunkt zugleich ihi äuiserei 
Aehnliehkeitspunkt {A).t 

[29] Da die Endpunkte paralleler Radien dei beiden Kieise 
M, m mit einem der beiden Aehnlichbeitspunkte A oder I m 
gerader Linie liegen: so ergiebt sich durch Umkehrung, dass 
jede gerade Linie, welche durch einen der beiden Aehnlich- 
kcitspunkte geht und 

den einen Kreis 
sehneidet, uothweu- 
dlger Weise auch den 
andern Kreis schnei- 
det, und daas die nach 
den Durchs chnitta- 
p unkten gezogenen 
Radien der beiden 
^'^■^"'' Kreise paarweise pa- 

rallel sind. Berührt 
demnach die genannte Linie den einen Kreis, so berührt sie 
zugleich auch den anderen. Daher folgt ferner: 
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sLiegcn zwei gegebenu Kreise M, m (Fig. 141 ausser ein- 
ander: so schneiden sich die beiden änaseren gemeinschaft- 
lichen Tangenten Bh nnd B^ b, in dem äuaaeren Aehnlieh- 
Iceitspunltt A, nnd die beiden inneren gemeinschaftliehen 
Tangenten 6V nnd (7, c, in dem inneren Aehnlichkeitspunkt I.« 

Hierdnreh kann man leicht an zwei gegebene Kreiae eine 
gemein sehaftliehe Tangente ziehen. 

Endlich ist zn bemerken, dass, wie ans der obigen Gleichung 
folgt, hei zwei in einander liegenden Kreisen die Aehnüch- 
keitspnnkte innerhalb beider Kreise liegen.") 



Es seien J/,, ü/j, M.^ [Fig. 15) die Mittelpunkte dreier 
beliebigen der Grösse nnd 
Lage nach gegebenen Kreise 
Jf,, J/,, 31,. Nach Nr. 7 
gehören zu je zweien dieser 
drei Kreise zwei Aehnlich- 
keitspnnkte. Es seien A, 
nnd I,, A^ nnd I^, A, und 
7i die Aehnlichk ei tsp unkte 
der Kreispaare M, 3fj, M, M,, 
M^M,. Fig. 15. 

Da die gerade Linie A^A^, 
welche durch die Aebnlichkeitsptiukte A^ und A^ geht, ver- 
möge des ersteren, zn den Kreisen itfii^/j, und vermöge des 
letzteren, zu den Kreisen jtf,, M^ eine äussere Aehnlichkeits- 
linie ist (Nr. 7): so ist sie folglich auch eine änasere Aehn- 
liclikeitslinie zu den Kreisen M^, J/', , und geht dalier durch 
den äusseren Aehnlichkeitspunkt J| derselben, d h. dio drei 
Aehnliehkeitspunkte A.,, A^, A, liegen in einer geraden Linie. 
Auf ganz ähnliche Weise schliesst man, dass sowohl die drei 
Aehnliehkeitspunkte Ay J, , J^, als auch A^, 7,, /j, so wie 
auch A^, /j, Ij in geraden Linien liegen.'-) Wir finden daher 
folgenden Satz: 

»Von den sechs Aelinllchfceitspunkten, welche zn drei be- 
liebigen gegebenen Ivreisen , paarweise genommen , gehören, 
liegen viermal je drei in einer geraden Linie, nämlich es 
liegen die drei änaseren, nnd jeder äussere mit den beiden 
nicht zugehörigen inneren Aehnlichkeitspnnkten in einer ge- 
raden Linie.' 

Diese genannten vier geraden Linien, von welchen jede 
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durcli drei Aehnlichkeitspnnkt« der gegebenen Kreise gelit, nnd 
mithin zu allen drei Kreisen älmliehe Lage hat, wollen wir 

j-Aehnliehkeitslinien der drei Kreise M^, M^, M^-^, 
nennen, '30] und zwar die ''iAnh A^A^A, änsaere, und die 
drei Linien A^I^I^, A^I^I^, AJ.I^ innere ÄeLnliehkeita- 
linien. 

Da die beiden äusseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier 
anaser einander liegender Kreise sich im äusseren, dagegen 
die beiden inneren gemeinachaftliehen Tangenten sich im inneren 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise schneiden (Nr. 7, h'ig. 14): so 
folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der nachstehende: 

»Legt man an je zwei von drei der Grösse und Lage nach 
gegebenen ausser einander liegenden Kreisen M^, M^, M^ 
(Fig, 16) die beiden Paare gemeinschaftlicher Tangenten (d. h. 




Fig. 16. 



die beiden äusseren und die beiden inneren): so liegen so- 
wohl die drei Durchsehnittspunkte (J,, .-1,, ^|) der drei Paare 
äusserer Tangeuten*), als auch der Uui'chschnittspunkt jedes 
Paares äusserer Tangenten mit den zwei Dnrohsehnittspnnkt«n 
der beiden nicht zugehörigen Paare innerer Tangenten (d. i. 
j1jJ,/j, .1^7,/,, H.4|/jZ|) in einer geraden Linie.-: 

Da nach Nr. 7 der Berührungspunkt zweier Kreise znglelch 
ein Aehnlichkeitspunkt derselben ist, so folgt daraus und aus 
dem obigen 8atz ferner: 

»Wenn irgend ein beliebiger Kreis M^ zwei gegebene Kreise 
J/i, Jf; berührt, so liegen die beiden Beiflbrungspnnkte mit 

*i Diesen ersten Fall beweist M. Hiisch im iweiten Bande. 
Seite 368 seiner 'Sammlnng geometrischer Sätze etc.« 
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einem der beiden Aehnlichkcitsp linkte der gegebenen Kreise 
in einer geraden Linie.« 

Denn da die Punkte, in welchen der Kreis M^ die beiden 
gegebenen Kreise ilf[ , 3/3 bei'llhrt, zugleich zwei von deu vier 
AehniichkeitspTmkten A,, 7[, A.^, I^ sind, welche jener Kreis 
mit diesen beiden gemein hat: 30 aind die genannten Berüh- 
rungspunkte zugleich entweder 

1) die beiden Aehnlichkeitspunkte J, und y1.,, 

oder 2) - - - -^1-4, 

oder 3) - - - 4 - / 

odei 4) / -1^ 

nnd hegen fnlglich m den bi den ei ten ]''tllen [1 2) mit dem 

ausseien Jj und 111 len beiden let/tj'n Fallen fd 4) mit dem 

inneren Aehnlichkeitspunkt /^ dei gegebenen Kreise V M 

in emei geraden Linie M^n kann dabei den vorliegenden 

Satz auch bestimmter wie folgt ansspiechen 

Beiühi-t iigend ein Kieis ¥3 zwei der briJsse nnd Lage 
nach gegebene Kreise M^ 1/^ gleieliartig (d h eittwedei 
teile innerlich (1) cdei beide änsserlich \2)) so hegen die 
beiden Beinhrnngspnnkte mit dem äusseren A,, beröhit ei 
aber dieselben ungleichartig (d. h. den einen äuaserlich und 
den anderen innerlich (3, 4)] ; so liegen die beiden Berührunga- 
punkte mit dem inneren Aehnlichkeitspunkt (Z,) der gegebenen 
Kreise in einer geraden Linie.« 

[31] 

§ III, Von der gerne in schaftlitlien Potenz bei Kreisen, 
die in einerlei Ebene liege«. 



■Nach § I. Sv. 4 
können zwei gege- 
bene Kreise 3?,, M^ 
in denselben Punk- 



ten A, 



C, D, 



in welchen sie von 
irgend einem Kreise 
P rechtwinklig ge- 
schnitten werden, 
zugleich von vier 
bestimmten Kreisen 

berührt werden. 
Nämlich , schneidet 
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gegebenen Kreise M,, M^ in den Punliteii ^1, D, C, B recLIh 
wiiililig: so itüunen dieselben von einem bestimmten Kreise 
iu den Punkten A, B, und von eiüem zweiten Kreise in den 
Ponltten D, C gleictiartig, dagegen von einem dritten Kreise 
in den l'uukten A, C, und endlich von einem vierten Kreise 
in den Punkten ZI, B ungleichartig berührt werden. 

Haoh § II. Nr. 8 liegen aber die beiden Berührungspunkte, 
in welchen irgend ein Kreis zwei gegebene Kreise M^ , iU, 
gleichartig bevUhrt, mit dem äusseren Aehnliohkeitspunkt {A^}, 
dagegen die Berührungspunkte, in welchen irgend ein Kreis 
die gegebenen ungleichartig beilthrt, mit dem inneren Aehn- 
lichkeitapuukt {I.J derselben in einer geraden Linie. Folglich 
liegen die vier genannten Punkte A, D, C, B, in welchen 
irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise M^, M^ rechtwinklig 
schneidet, sowohl paarweise mit dem äusseren {A^} als auch 
mit dem inneren Aehnlichkeitspunkt (7j) der letzteren Kreise 
in geraden Linien. Das heisst: je drei Punkte A^AB, A^DC, 
AI^C, DI^B liegen in einer geraden Linie. Wir finden also 
den folgenden Satz: 

»Schneidet irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise M^, 
J/j rechtwinklig: so liegen die vier Durch schnittspunkte A, B, 
V, B, paaiiÄ'eise, sowohl mit dem äusseren Aehnlichkeitspunkt 
(jj) als auch mit dem inneren Aehnlichkeitspunkt {/j) der 
gegebenen Kreise in geraden Linien.« Oder, was dasselbe ist: 

»Legt man aus irgend einem äusseren Punkt P der Linie 
der gleichen Potenzen {PG) zweier gegebenen Kreise M^, M^ 
vier Tangenten PA, PD, PC, PB an die letzteren, verbindet 
die vier Berührungspunkte A, B, C, 1) derselben paarweise 
durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dieser 
Linien HA und 6'7J in einem conatanten Punkt A, (dem 
äusseren Aehnlichkeitspunkt), zwei andere AO und BD in 
einem constanten Punkt Jj (dem inneren Aehnlichkeitspunkt}, 
dagegen ist der Ort des Durchschnittspunkts P^ des dritten 
liinienpaars DA und OB die genannte Ijinie PO selbst [§ I, 
Nr. 4), und endlieh geht jede der beiden letzteren Linien IJ A, 
CB durch einen conatanten Punkt (ö,, 0,) {§1. Nr. 5)«*}. 



*i Dieser Satz ist cid specieller I''all des Satzes VII in Nr. 8 
der Abliandlung im Journal f. Matli, Üd. 1 S. 38 (Gesamm. Werke 
]id. 1 S. 1,. Die ge gen w artige Linie l'O entspricht der dortigen 
Linie //, nnil die dortige Linie / ist liiur uuendlich entfernt. 
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Da alle muglieliPii Kiöi'je P, welche zwei gegebene Kreise 
ü/,, J/, rechtwinklig schneiden, die Ase A^il^I^Äl^ der letz- 
teren Kreise zusammen zur Linie der gleichen Potenzen hahen 
(§ I. Nr, 5]; nnd da ferner, wie so eben erwiesen (Nr. 9), die 
vier Punkte, in wi'lchen ein solcher Kreis P die beiden ge- 
gebenen Kreise achneidet, paarweise, sowohl mit dem äusseren 
als mit dem innneven Aelmlielikeitspnnkt der letztem in ge- 
raden Liaicn liegen ■ so folgt, dass 

J,AX-^,B= i,DX i/ nnd I^ i X. l^C = I,D X I)B 
constante Producte sind wie tneh dei schneidende Kreis, nnter 
der gegebenen Bedingung seine Grinse und Lage ändern mag. 
Denn das erste Piodiict ist gleich der Potenz des Punkts j, 
in Bezug ant den Kreis P und das letzteie Prodnct ist gleich 
der Potenz des Punkts / in Bezug luf denselben Kreis P; 
folglieh sind beide Pioducte eonstant weil wie schon bemerkt, 
alle Kreise / die Linie -Ij/ zur Linie den gleichen Potenzen 
haben. 

Bezieht man diese Eigenschatt luf die beiden gegebenen 
Kreise M,, V, so enfspiingt dtiaus ftlgender Satz: 

»Zieht man aus einem Aehnhchkeit''punKt A^ oder 7, zweier 
gegebenen Kieise 1/ Vj iigeud eine gerade Linie A^AB 
oder AI,C weiche die Kiciae sehneidet so ist das Pioduct 
A.^A X -''3^ ödei tljX ' h ^"^ **° ibständeu dei Vehn- 
lichkeitspuukt'i vcn zwei Dnrchschnittspunkten i und ß odei 
A und (' der genannten Linie und dei beiden Kieise, deien 
zugehörige Radien ,1/,.^ und M^B oder .1/, 1 und 1/,*' nicht 
parallel sind, von eonstantei Grosse < 

Dieses constante Prodnct wollen wir 

■gemeinschaftliche Potenz der beiden gege- 
benen Kreise jl/„ M,^ in Bezug auf ihren Aehn- 
liehkeitspnnkt .j, oder I^" 



U. 
Es, ist aber die Potenz des l'unkts .1, in Bezug auf den 
Kreis P, wenn die gegebenen Kreise 3[^, M^ ausser einander 
liegen, wie in Fig. 17, gleich dem Quadrat der aus dem Punkt 
an den Kreis P gelegten Tangente A.^E, folglich ist diese 
Tangente für jeden Kreis P von unveränderlicher Grösse. 
Beschreibt man also mit derselben um den Punkt ,1. einen 
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Kreis ^1,, so scLncitlot dcrselbo jctlun Kreis /' rechtwinklig. 
I>agegen ist die Potenz des Punkts /, , welcher innerhalb des 
Kreises P liegt, gleich dem Qnadrat der halben durch den- 
selben gehenden kleinsten Sehne des Kreises P (§ I. Nr, 2), 
nnd mithin hat diese halbe Sehne für jeden Kreis P einerlei 
(Jröaae, oder, ein mit derselben nm den Punkt I^ besehriehcner 
Kreis /, wird von jedem Kreise P im ünrclimesser geschnitten, 
d, h, die Pnnktc, [33] in welchen irgend ein Kreis P den 
Kreis I, sehneidet, sind zugleich die Endpunkte eines Durch- 
messers des letzteren Kreises. 

Diese beiden genannten nm die Aehnlichkeitspnnkte ,f„ 
und /, beschriebenen lüeise -l,, I„ deren Radien ins Quadrat 
erhoben gleich sind den gemeinschaftlichen l'otenzen der ge- 
gebeneu Kreise -1/,, M, in Bezug auf die Punkte A.,, /,, 
soUeu 

i>Potenzkreise der beiden gegebenen Kreise J/, , J/j« 
heissen, nnd zwar der Kreis .(, der äussere und der Kreis /^ 
der innere l'otenzkreis. 

Ks ist noch zu bemerken, dasa im Fall die gegebenen 
Kreise in einander liegen (wie in Fig. 7), alsdann das umge- 
kehrt« Statt findet, nämlich, dass in diesem Fall der innere 
Potenzkreis 4 jeden Kreis P rechtwinklig sehneidet, der 
Äussere Potenzkreis .ij aber von jedem Kreise P im Durch- 
messer geschnitten wird, lind wenn ferner die beiden gege- 
benen Kreise M, , M^ einander schneiden, so sehneidet sowohl 
der äussere als der innere Potenzkreis jeden Kreis P recht- 
winklig.^^) 

12, 

Da die beiden l'iiuklc .1 und JS oder 1) und C, (Fig. 17), 
für welche nach Nr. 10 dasProdnet.I,.! X .^S = -1, /' X -I.P 
coDstant ist, oder welche in Dezug anf den Äehnlichkeitspunkt 
. (, die PotciiK bestimmen, anf einerlei Seite des letzteren Pnnkts 
(.i.J liegen: so soll dieses heissen; >die dem Aehnlichkeits- 
punkt .Ij zugehörige Potenz sei änsserlieh; nnd weil 
die Pnnktc -l nnd (' oder I) und B, welche in Bezug auf den 
Aehnlichkeitspunkt /^ die gemeinschaftliche Potenz der gege- 
benen Kreise M, , jU, bestimmen, auf verschiedenen Seiten des 
Funkte I, liegen, so wollen wir sagen: die zum Aehnlich- 
keitspunkt J.^ gehörige gemeinschaftliche Potenz der 
gegebenen Kreise sei innerlieh. ? 

Ueberhaupt wollen wir von irgend zwei Punkten X und Y, 
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welche mit dem Punkt A^ in gerader Linie und auf einerlei 
Seite desselben liegen , und zwar in solchen Abständen von 
demselben, dass das Product A,X X -ij^' gleich ist der zu ^l., 
zugehörigen gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen Kreise, 
sagen: >sie seien potonzhaltend 'in Bezug auf den 
Äehnlichkeitapunkt ,1^«. Eben so sollen zwei beliebige 
Punkte X und Y, welche mit dem Punkt J, in gerader Linie, 
aber auf entgegengesetzten Seiten desselben tiogen, und zwar in 
solchen Abständen von demselben, dass clasProduct/|XX ^i" 
gleich ist der zugehörigen gemeinschaftlichen Potenz: :«potenz- 
haltende Punkte in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
pnnkt /,«, heissen,'^) 

Endlich wollen wir von jedem beliebigen Kreise A", dessen 
Potenz in Bezug auf einen der beiden Aehnliehkeitapunkte -1^ 
oder /, gleichartig [äuäserlich oder innerlieh) und gleich ist 
der zu demselben Punkt gehörigen gemeinschaftlichen Potenz 
der gegebenen Kreise M^M, sagen: »er sei [34) potenz- 
haltend in Bezug auf den jedesmaligen Aehnlich- 
keitspunkt«'. 

Alsdann ist klar, daäs jeder Kreis, welcher durch irgend 
zwei potenzhaltende Funkte geht, ebenfalls potenzhaltend 
ist; ferner: dass jeder Kreis A", welcher in Bezug auf den 
Aehnlichkeitspnnkt ^1, potenzhaltend ist, den Potenzkreis -1, 
rechtwinklig, und dass jeder A'reis K, welcher in Bezug 
auf den Aehnlichkeitspnnkt I^ potenzhaltend ist, den Po- 
tenzkreis 7j im Durehmesser schneidet.'*) 

Da nun derjenige Kreis, welcher die beiden gegebenen 
Kreise in den l*unkten ^1 und B (oder D und C) gleichartig 
bevilhrt (Nr. 9) , vermöge dieser Punkte in Bezng anf den 
äusseren Aehnlichkeitspnnkt A^ potenzhaltend ist; und da 
eben so derjenige Kreis, welcher die gegebenen Kreise in den 
Punkten A und C ungleichartig hei-ührt, vermöge dieser Punkte 
in Bezug anf den inneren Aehnlichkeitspnnkt I^ potenzhaltcnd 
ist, so folgt nachstehender Satz: 

'Jeder Kreis A", welcher zwei gegebene ausser einander 
liegende Kreise J/,, M^ gleichartig (d. i. entweder beide äusser- 
lieh oder beide einsehliessend) bertihrt, ist in Bezug auf den 
äusseren Äehnlichkeitapunkt ,1, derselben potenzhaltend und 
achneidet den äusseren Potenzkreis A.^ derselben rechtwink- 
lig..^ Und: 

sJeder Kreis K, welcher zwei gegebene ausser einander 
liegende Kreise J/,, M^_ ungleichartig berührt, ist in Bezug auf 
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den inueren Aehnlichkeitspunkt /, deraelben potcnzhaltend und 
schneidet den inneren Poteuzkreis /, derselben im Durchmesser. < 

Aehnliehes findet Statt, weun die gegebenen Kreise, an- 
statt ausser einander, entweder in einander liegen oder einan- 
der sehneiden. 

13. 

Da nach Nr. 12 jeder Kreis A', welcher zwei gegebene 
Kreise M^, M^ gleichartig berührt, in Bezug auf den äusseren 
Aehulichkeitspnnkt A,, und jeder Kreis K, welcher dieselben 
ungieichaiüg berührt, in Bezug auf den inneren Aehnlichkeits- 
punkt /j derselben potenzhaltend ist, so folgen nachstehende 
Sätze : 

■'Alle Kreise, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise 
jy, , M^ gleichartig berührt, haben den äusseren Aehnlichkeits- 
punkt Jj der letzteren Kreise gemeinschaftlieh zum Punkt 
der gleichen Potenzen.« Und: 

sAlle Kreise, von denen jeder zwei gegebene Kreise M,, 
J/j ungleichartig berührt, haben den inneren Aehnlichkeits- 
punkt der letzt«ren gemeinschaftlich zum Punkt der gleichen 
Potenzen.' Oder auch: 

»Wenn von irgend zwei beliebigen Kreisen jV, , JV^, jeder 
zwei gegebene Kreise 31,, M^ gieichartig berührt: so geht die 
Linie der gleichen Potenzen des ersten Kreispaares durch den 
äusseren Aehnlichkeitspunkt Jj des letzteren.« Und: 

[35] sWenn von irgend zwei Kreisen, Ä\, iV,, jeder zwei 
gegebene Kreise M, , J/, ungleichartig berührt: so geht die 
Linie der gleichen Potenzen des ersteren KreJspaars durch den 
inneren Aehnlichkeitspunkt des letzteren.« Es folgt femer: 

»Wenn jeder der beiden Kreise J/, , J/j mehrere Ki'eise 
JV|, N^, JVj ... gleichartig berührt: so geht die Linie der 
gleichen Potenzen jener beiden Kreise dureh den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt je zweier der letzteren, oder die Kreise 
.iV[, if,, iVj ... haben die genannte Linie zur gemeinschaft- 
lichen Aehnlichkeitsliuie. « Oder überhaupt: 

»Alle Kreise JV,, N^, A", . . ., von denen jeder zwei ge- 
gebene Kreise M^, 3/j gleichartig berührt, haben die Linie 
der gleichen Potenzen J(12) der letzteren zur gemeinsamen 
Aehnlichkeitslinie. e Und: 

tAlle Kreise JV,, N., N^ . , ., von denen jeder zwei ge- 
gebene Kreise Jf,, M^ ungleichartig berührt, haben die Linie 
der gleichen Potenzen der lotzterim zur gemeinsamen AehnlicL- 
koitslinic. «■ 
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n d n P io a h n (I, II, III) 



Um di F u h 
aufgestellt n 

l'iigöu wir d lü tr h L ng nni a h die VeraÜge- 

mciueruDg dei Mf(1p.itti stUu Aufgabe 1, j«(!yi.h uluie Beweis, 

14. 
Aufgabe, 
iln ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 18) drei Kreise 
a, li, <.: zu beachreihon , die einander nnd Jeder zwei Seiten 
des Dreiecks berühren, d. h. so: dass der Kreia a die Seiten 
AB und AC, und der Kreis b die Seiten BA und 5(7, nnd 
der Kreia i- die Seiten CA und CB berührt,« 




Auflösung. 
1) Man iialbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch 

*) Man sehe: O-'^/ic, Sammlung iiiJithematistherAufsälze,!. Band, 
S. 133, Lclimiis, Lehrbuch der Geometrie, 2. Ba.ud, und Gcraciuiir. 
Amicäca de Mat/icjiioMqtws, Toiu. I, II. 
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die di'ei Lijiiea JJ[, BM, OM; so treffen sich diese drei 
Linien hckanntlich in einem und demselben Punkte M. 

2) In das Dreieek AMB beschreibe man den Kreis c^, 
welcher die Seite AB in dem Punitte 6', beiührt, nnd in das 
Dreieclc BMG beschreibe mau den Kreia a^, 

[36] 3) Aus dem Punkte C^ lege man an den Ki'cis a, 
die Tangente 6',-l,,'^] und besehreibe 

i) in das Dreieck C\A^B den Kreis h^ so ist dieser einer 
der verlangten drei Kreise. 

Die beiden übrigen gesuchten Kreise a, c werden auf ganz 
ähnliche Weise gefunden. Nämlich die genannte Tangente 
(\B^A^ berührt nicht allein den Kreis re, , sondern zi^leich 
auch den in das Dreieck AMC besehriebenen Kreis ft, , so 
daas also der in das Dreieck G,B^A beschriebene Kreis a 
ebenfalls einer der gesuchten drei Ki'eise ist. Auf gleiche 
Weise kann ferner ans dem Punkte S, , in welchem der Kreis 
ft, die Seite AG berührt, eine Linie gezogen werden, welche 
nicht allein die beiden Kreise o, und c^, sondern auch die 
beiden gesuchten Kreise n und c berührt; und eben so geht 
eine Linie durch den Punkt A^ , in welchem der Kreia «, die 
Seite SC berührt, welche jeden der vier Kreise h,, c^, b, r, 
berührt. 

Da die beiden Kreise n und b einander berühren,") und 
jeder derselben die Linie (\B^A^ berührt: so ist leicht zu 
sehen, dass sie dieselbe in einem nnd demselben Punkt« berfih- 
ren. Eben so berühren die beiden Ki'eiae a und e die durch 
den Punkt B^ gehende genannte Linie in einem nnd demselben 
Punkte; und gleiche rmaas 3 en beilihren die beiden Kreise b nnd 
c die dnreh den Punkt .1, gehende genannte Linie in einem 
und demselben Punkte. Daher treffen die drei genannten ge- 
raden Linien, welche durch die Punkte G^. B,, A, gehen, 
in einem und demselben bestimmten Punkt zusammen (g I. 
Nr. 4).!') 

Die Aufgabe lässt keinesweges blos eine Auflösung zu. Es 
können vielmehi- die drei gesuchten Kreise anch ausserhalb 
des gegebenen Dreiecks liegen, und dessen verlängerte Seiten 
berühren, also z. Jl. über der Seite B C im Kaume Jf, , oder 
über der Seite GA im Itaume M^, oder über der Seite AB 
im Räume M^. Halbiert man nämlich jeden der sechs Winkel 
[die inneren und die äusseren) des gegebenen Dreiecks, so 
schneiden sich von den Theilungslinion viermal drei in 
einem und demselben PiinkU', Dieses sind die vier Punkte 
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M, 2I^, M^, M.J. Jeder dieser vier Pniikte, z. IS, dei Punkt 31 
bildet mit den Eckpunkten des gegebenen Dreiecks ABC die 
drei Dreiecke ÄMB, BMd, CMA Die diei Seiten eines jeden 
dieser Dreiecke können von vier bestimmten Kreisen berührt 
werden, so dass also zn diesen drei Dreiecken zwölf bestimmte 
Kreise gehören, unter welchen die oben genannten drei Kreise 
a, , b^, p, mit inbegriffen sind. Es scheinen, mittelst der ge- 
nannten zwölf Kreise, nach Art der vorstehenden Auflösung, 
wenigstens acht verschiedene Anfiösnngen möglich zu sein. 
Und da ein Gleiches in Bezug auf jeden der drei tibrigeu 
Punkte 3/,, J/^, M^ Statt findet: so lässt die Aufgabe wenig- 
stens 32 verschiedene Auflösungen zd, welche alle der obigen 
Auflösung ähnlich sind.'") 

[37] Unter diesen 32 Auflösungen sind die speziellen Fälle, 
wo zwei der drei gesuchten Kreise eine Seite des gegebenen 
Dreiecks in einem und demselben Punkt berühren, nicht mit- 
gerechnet; sondern es giebt solcher spezioller Fälle ausserdem 
48. So sind z. B. unter den 32 Auflösungen, welche im I. Bande 
8. 348 der Annalen der Mathematik von Gergotwie von der 
obigen Aufgabe aufgezählt werden, 24, welche zu den hier 
ausgeschlossenen 48 Fällen gehören. 

Die vorliegende Aufgabe kann übrigens auch als ein speziel- 
ler Fall von der folgenden allgemeineren Aufgabe angesehen 
werden, 

ir>. 

Aufgabe. 

vDrci beliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind 
der Grösse und Lage nach gegeben; man soll drei andere 
Kreise beschreiben, die einander berflhicn, und von denen jeder 
zwei der gegebenen Kreise berührt, jedoch so, dass auch jeder 
der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden Kreisen 
berührt. « 

Zum Beispiel" Wenn die drei Kreise J/,, J4i ^^a i^^S- 19} 
gegeben sind so soll mau drei Kreise i», , m^, in, finden, 
■«eiche emindei ni den Punkten A, , h^, h, berühren, und von 
welchen zuglonh der Kreis -/w, die Kreise J/j und M^, der 
Kieii Wj die Kieise 1/, und Jf,, und der Kreis m^ die Kreise 
J/, und ifj beiOhrt 

Auflösung. 

1) Man suche die drei äusseren Aelinlichkeitspunkte 
A^, Ä^, Ji , welche zu den drei gegebenen Kreisen J/, , i/j, 
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iVj, paarweise genommen, gehören (!? 11 Ni 7|, und con- 
atcnire die an diesen Aehnliclikeit'ipnnkteii gehtmgeu Potenz- 
kreise A^, A^, A^ (g UI. Kr. 11), deiea Eailien rcipeotive 
JjC, , jIjCj, J-^0, sind, und welrbc Kieise iich in einem 
bestimmten Punkt £'■"') achneiden weiden 




Fig. 19. 

2) Hierauf besclireibe man die drei Kreise [i, , ^,, y.^, 
von denen der erste die drei Kreise M,, A^, A.^, der zweite 
die drei Kreise M^, A^, Ai, und der dritte die drei Kreise 
Jl/a, J,, A, berflhrt. 

3) Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie 
?), S, ß, durch den Berflhi-ungspnnkt B^ der Kreise M^ und [i, 
geht, und welcher die Kreise [j., , [j., berührt, jedoch so, dasa 
er den Kreis ji,, welcher von dem kleineren {31^] der beiden 
Kreise M^, M., abhängig ist, einschliessend berührt. 

i) 8o ist endlich derjenige Kreis m^, welchen man so 
besehreibt, dass er die Ki'else M^, J/, nnd den Kreis {b^B^ ^,) 
hcrtlhrt, einer der drei gesuchten Kreise. 

[38 1 Die beiden ilbrigen gesuchten Kreise «i, , m^ findet 
man auf ahnliche Weise. Z. U. der Kreis m kann aus der 
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vorstellen Jen Constriietion jjnmittelbar gefunden werden, "nenn 
man statt des Kreises m^ (4) einen Kreis w^ beschreibt, welcher 
die Kreise 1/,, Jü, und den Kreis (0,5, [JJ berührt. Es ist 
zu bemerlienj dass die beiden Kreise m, und iii^ den Hülfs- 
kreis (i|S;ß,) in einem und demselben Punkt b^ berühren. 

Die vielen verschiedenen Auflösungen, welche diese Aufgabe 
zulässt, sind in der Hauptsache denen der vorstehenden ähn- 
lieh; selbst wenn die gegebenen Kreise J/,, J/^, J/j, anstatt 
ausser einander zu liegen, wie in Fig. 19, einander schneiden 
oder in einander liegen , bleiben die Anflösungen sich völlig 
ähnlich. 

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise 3/,, jlf, , M^ 
schnitten einander, und zwar so, dass sie mehrere krumm- 
linige Dreiecke bildeten, hält alsdann die Eckpunkte A, B, C 
eines solchen Dreiecks fest, und lässt die Kreise, durch un- 
endliche Zunahme, in gerade Linien tibergehen: so erhält mau 
aus der vorliegenden Aufgabe und Auflösung die Aufgabe nnd 
Auflösung Nr. 14; nämlich die gegenwärtigen Potenzkreise A,, 
A,, A^ gehen dann in die dortigen geraden Linien AM, BM, 
CM über, u. s. w. , so dass in dieser Hinsicht die Aufgabe 
Hr. 14, wie oben gesagt, als ein spezieller Fall der gegen- 
wärtigen Aufgabe angesehen werden kann. 

Die vorstehende Aufgabe kann aber selbst wieder als ein 
spezieller Fall der folgenden angesehen werden. 

IG. 
Aufgabe. 

»Auf einer Kngelfläche sind drei beliebige Kreise M,, M^, 
21^ der Oröase und Lage nach gegeben; man soll auf der- 
selben Kugelfläche drei andere Kieise m^ iii^, m finden, 
welche einander bei-tlhren, und von welchen zugleich der Kreis 
j«, die Kreise Jl/, und M^, der Kieis m^ die Kreise 1/ und 
3/j, und der Kreis ih, die Kreise M^ und M berilhrt « Oder 
was dasselbe ist: 

»Wenn drei beliebige gerade Kegel welche einerlei Scheitel- 
punkt haben, der Grösse und Lage nach gegeben sind so 
soll man aus dem nämlichen Scheitel drei andeie geiade Kc^el 
beschreiben, welche einander berflhren und von denen jeder 
zwei der gegebenen Kegel berührt, s 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist derjenigen in (15) völlig 
ähnlich. Nämlich die in den Paragraphen I, 11, III, 
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entwickelten Lehrsätze voLKreisun, die in einerlei Ebene liegen, 
finden auf ähnliche Weise bei Kreisen, die in einerlei Kngel- 
läche liegen, Statt, was an einem anderen Orte bewiesen 
werden soll. Wir erwähnen z. B. nur folgenden Satz: »80 
wie zu zwei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, zwei 
Aehnlichteitspunkte gehören, von denen jeder der Mittelpunkt 
eines Potenzkreises ist: [39] eben so gehören auch zu ii^end 
zwei Kreisen, die in einerlei Kugelfläche liegen, zwei Aehu- 
liehkeitspunkte (eigentlich vier, denn jeder ist doppelt vor- 
handen), von denen jeder der Pol eines bestimmten Kreises 
ist, welcher in gemsser Hinsicht die Stelle des Potenzkreises 
vertritt." Und, wie nun alle jene Hülfssätze von Kreisen, 
die in einerlei Ebene liegen, welche bei der Auflösung in 
Nr. 15 erforderlich waren, auf analoge Weise bei Kreisen, 
die in einerlei Kugelfläche liegen, Statt finden: so Ist auch 
die Auflösung der vorliegenden Aufgabe derjenigen in Nr. 15 
vollkommen ähnlich, so dass letztere in der gegenwärtigen 
enthalten ist. 

Lässt man die Kngelfl äclie , durch unendliche Entfernung 
ihres Mittelpunkts, in eine Ebene ilbei^ehen, so geht zugleich 
die gegenwärtige Aufgabe in die Aufgabe Nr. 15 über, in 
welcher Hinsicht die letztere, wie in Nr. 15 gesagt, als ein 
spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann. 

Ein anderer spezieller Fall der vorliegenden Aufgabe ist 
derjenige, wo die drei gegebenen Kreise auf der Kugelfläehe 
in grösste Kreise übergehen, d. h. nachstehende An%abc. 

17. 

»In ein gegebenes sphärisches Dreieck drei Kreise zn be- 
sehreiben, welche einander berflhi'en, und von denen jeder 
zwei Seiten des Dreiecks berührt.« Oder, was dasselbe ist: 

:»In einen gegebenen dreikantigen Körperwinkel drei ge- 
rade Kegel zu beschreiben, welche einander berühren, und 
von denen jeder zwei Seitenflächen des Körperwinkels berührt.« 

Die Auflösung dieser speziellen Aufgabe ist derjenigen in 
Nr. 14 ähnlich. Statt der dortigen Hülfslinien AM, BM, CM, 
welche die Winkel des gegebenen Dreiecks halbiren, kommen 
Bogen grösster Kreise vor, welche die Winkel des gegebenen 
sphärischen Dreiecks halbiren, u. s. w. 

Eine noch allgemeinere Aufgabe als Nr. 16 ist folgende, 
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Fälle iu sich sehliesst. 



Aufgabe. 
sWenn auf irgend eiuer Obei-fläche vom zweiten Grade 
drei beliebige ebene Curveu (zweiten Grades) der Grösse und 
Lage nach gegeben sind: so soll man auf derselben Ober- 
fläche drei andere ebene Cnryen finden, welche einander be- 
rühren, und von denen jede zwei der gegebenen Curven be- 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der Foi-m nach den 
Auflösungen der bisheiigen Aufgaben, besonders Nr. 16 ganz 
ähnlich. Es finden nämlich die [40] Hfllfsmittel fiir die bis- 
herigen Auflösungen auf ähnliche Weise auch bei ebenen 
Curven, die in einerlei Fläche zweiten Grades liegen. Statt, 
was an einem andeien Orte nachgewiesen werden soll. Z.B. 
zu irgend zwei ebenen Curven, die in einer aolchen Fläche 
liegen, gehören (wie zu zwei Ivieisen, die in einer KugeWäche 
liegen (Nr. 16], zwei (eigentlich iier) Aehnliehkeitspunkte, nnd 
diese sind Pole zweier bestimmten ebenen Curven, (welche in 
deraelben Fläche hegen und) welche in gewisser Art, in Be- 
zug auf die beiden gegebenen Curven, die Stelle der Potenz- 
s bei zwei Kreisen auf der kugelfläehe vertreteu.^i) Und 
; nun auch die Auflösung der vorliegenden Aufgabe dcr- 
ju in Nr. 16 odei m Ni 15 vollkommen ähnlich, so dass 
letztere iu der gegen« iitigen enthalteu ist. 

19. 

Endlich ist noch za bemerken, dass die in den Annalen 
der Mathematik von Oerguime im I. Bande 8. 196 in der 
Note aufgestellte, dann im II. Bande S. 287 wiederholte, und 
endlich im X. Bande S. 298 in der Note wiederum in Erinne- 
rung gebrachte Aufgabe: 

>In einen gegebenen vierfläehigen Körper vier Kugeln zu 
besehreihen, welche einander berühren, und von denen jede 
ausserdem drei Seitenflächen des gegebenen Körpers berührt, * 
mehr als bestimmt ist, wie leicht zu sehen. 

Statt dieser Aufgabe, deren Lösung nur in beschränkten 
speziellen Fallen möglich ist, kann man folgende Aufgabe auf- 
stellen : 
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• In einen von vier ebenen Flüchen begrenzten gegebenen 
Kt'Srper drei Kugeln zu beschreiben, welche einander berühren, 
und von denen jede ausserdem drei Seitenflächen des Körpers 
berührt. « 

Diese Aufgabe ist gerade nur bestimmt. Sie zu lösen 
ist immer möglich. 



i? ^ I l»etzuna 1 1 r 1 nn^tu ii 1er iceneiu hiftli i n 
I tenz lei Kreisen die ii ein rlei Lbeae licec 

JO 
^eun eine gende L me zwei 1er b oiae nul Lige mch 
gegebene kieise sehneidet, nnd duiih einen dei beiden Aehn 
hchkeitspunktö deiselben geht so sind mch Ni 7 die nach 
den Dnrfchsfhnittspnnkten gehenden Kadien dei Kieise pa'ii 
weise parallel und nach Nr 10 ist das Pioduet aus den Ab- 
ständen zweier solcher Dai ch sc hnittsp unkte deren zugehörige 
Radien nicht paiallel sind ^on dem genannten Aehnlichkeifs 
punkt eine beständige Giosse nelche \su die gememschaft 
liehe Potenz dei Kieise m Bezug tuf den A-ehnliehkeitipunkt 
genannt haben Zum Beispiel Zieht man aus dem ausseien 
Aehnlifhkeitsp linkte i dei beiden gegebenen Kieise [41] "' 
U (Fig 20) die giiale Linie 1' !IE « Iclie da Iviei-^e 




in den Punkten b,, h, 11, B^ sehueidot; so sind sowohl die 
Radien H/6, und MB, als auch <nh und MB^ parallel; und 
andererseits sind sowohl die Punkte h und B, als auch /», und 
B, in Bezug anf den Äelmlichkeitspnnkt A potenzhaltend, 
d. h. das Product Ah X AB = Ah, X -'l-ß, ist eine bestän- 
dige Grösse n^, wie auch immerhin die Bchueideiide Linie ihre 
Lage ändern mn.g. 



Hosted by 



Google 



Kinigy geometrische Kctiiichtungen. ;{;5 

Es ist klar, dass einem bestimmten Punkt b oder ö, nur 
ein einziger Punkt B oder if, ao entspricht, dass beide zu- 
sammen in Bezug auf den Aehuliehkeitspunkt A potenzlialtend 
sind, d. h., daaa beide Punkte auf einerlei Seite von Ä liegen 
(im gegenwärtigen Fall), und daas das Prodnot Ah X AB oder 
Ahy X -^Iß) einer gegebenen Urösae «^ gleich ist: so dass 
also jeder Punkt B, welcher mit irgend einem Punkt 6, der 
in der Peripherie dea Kreises m liegt, in Bezug auf den Äehn- 
lichkeitspunkt A potenzhalt«nd ist, nothwendig in der Peri- 
pherie dea Kreises M liegt. Daher folgt der nachstehende 
Satz: 

sist in einer Ebene ein beliebiger Punkt A und ein Kreis m 
der Lage und Grösse nach gegeben, und zieht man ans dem 
Punkt eine gerade Linie, welche den Kreis in den Punkten h, 
A, schneidet, nimmt in dieser Linie die Punkte ß, 5, ao an, 
dass sie mit jenen Punkten h, b, auf einerlei Seite von -1 
liegen, und das Product Ab X AB = Ab, X AB, einer ge- 
gebenen Grösse «* gleich ist: so ist der geomati-ische Ort 
der Punkte B, B^ die Peripherie eines bestimmten Kreises M, 
welcher mit dem gegebenen Kreise m den gegebenen Punkt A 
zum Äehnlichkeitspnnkt und in Bezug auf diesen die genannte 
Grösse a^ zur gemeinachaftlichen Potenz hat,' 

Aehnliches findet in Bezug anf den innera Äehnlichkeits- 
pnnkt / (Nr. 7) zweier ausser einander Hegender Kreise m, M, 
und bei zwei in einander liegenden, so wie auch bei zwei 
einander schneidenden Kreisen Statt. 



:2L 
Hibcn dii beidui Ki<HpiiiH ;-/ V iml m, ¥, fFig. 211 
denselben Punkt 1 zum \elinlitbkeifipunkt und in Bezug ant 
denselben gleiche nnd gleichartige (Nr 12] gemeinschaftliche 
Potenzen ao folgt, dass die Pnnkte, in welchen z B die 
Kl eise M, J[, einandei sehneiden, mit den Punkten, m ft eichen 
die Jvieiae m m, einander '«chneiden, in Bezug inf den Aehn- 
hchkeitspnnkt I poteuÄh iltend sind Utiin schneiden dieKieise 
U, 3f, einander m den Punkten Jt und ( so folgt (Nr. 20], 
dtss £ B deijenige Punkt b, welcher mit dem Punkte B in 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt I potenzhaltend ist, ver- 
möge dei Voiiusaetzung und veimoge des Kreisp»ars «?, M, 
in dei Penpherie des lueiaes in, und ^eimtige dea Kreis- 
paars >H|, V,, m der Pei ipherie des Kreises ui, liegt, folglich 
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[42] liegt er in beiden ICreiaen m, «*, ziigleicli, rt. L. ur ist 
einev ihrer Durchsehnittsp unkte. Daher folgt: 

»Haben zwei Kreispaare jh, M und 711, , 31, einen und 
denselben Punkt A anm Aehnlicbkeitspunkt und in Bezug auf 
denselben gleifhe und gleichartige gern eins chaftliehe Potenzen: 
ao liegen sowohl die Durchs cbnittspunkte der Kreise 31, J/, 
mit denjenigen der Kreise ?«, jn, , ala auch die Durchsehnittä- 
punkte der Kreise M, m, mit denjenigen der Kreise vi, J/, , 
paarweise mit dem Aehnlicbkeitspunkt ,1 in geraden Linien, 
d. b AhB, A. C, AdlJ, Jci? sincI gerade Mnien,« 




V\s. 2: 



Ea iat klar, dasa, wenn z. li, die Punkte ß, G, iu welchen 
die Kreise M, J/", einander schneiden, zusammenfallen, dann 
nothwen^g auch die beiden Durchsehnittspunkte b, c der Kreise 
w, Jjs, zusammeu fallen; woraus, als specieller Fall des vor- 
liegenden Satzes, der nachstehende folgt: 

»Haben zwei Kreiapaare m, M und ?«, , M^ einen und 
denselben Punkt -l zum Aebniichkeitspunkt und in Bezug auf 
denselben gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenzen, 
und berühren zwei von diesen Kreisen, die nicht eiu l'aar 
bilden [z. B. M, J/|], einander: so berühren auch die beiden 
(ihrigen Kreise {m, iii-^) einander, und die beiden Berührungs- 
punkte liegen mit dem Aehnlichkeitapunkte .1 in gerader Linie 
und sind in Bezug auf denselben potenzhaltend.* 

Nimmt man au, die beiden Kreise m^, M^ fallen in einen 
einzigen Kreis J/| zusammen, so folgt ferner: 

sist die Potenz eines Kreises M^ in Bezug auf den Aehn- 
lichkeitspunkt A z^veier gegebenen Kreise m, M gleich und 
gleichartig mit der gemeinschaftlichen Potenz der letzteren 
Kreise in Bezug auf denselben Punkt: so berührt der Kreis 
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M, , wenn er einen der beiden Kieiae m, M berührt, auch 
zugleich den anderen, und es liegen die beiden BerflbrmigB- 
punkte mit dem Punkt J in gerader Linie und aind in Be- 
zug auf denselben potcnzhaltend.« 



Aus dem Vorliegenden lassen sich unter andern nach- 
stehende merkwürdige Folgerungen ziehen. 

Es seien z. B. zwei beliebige in einander liegende Kreise 
/), N (d. h. die Kreise celDO nnd feEF] {Fig. 22) gegeben, 
J(f sei ihre Tänie der gleichen Potenzen (Nr. 3;, nnd die bei- 




Fig. 2i. 

den Kreise in, J[ beriUiren beide diu Ivuis \ \(n inntu dtn 
Kreis ii^ von aussen: so folgt [Nr. ld\, di^s dei anaaeie Aihn- 
lichkeitapnnkt ,1 der beiden Kreiae m, ![ in der Linie (j I 
liegt, nnd femer folgt (Nr. 12), d^s die Potenz jedes der 
beiden gegebenen Kreise u, N in Bezug auf den Aehnhch- 
keitspnnkt A gleich und gleichartig i9t dtr gememschattliehen 
Potenz der Kreise m, M in Bezug luf denselben Punkt Di- 
her folgt femer, dass, wenn der Kreis m^ [43] die drei kreise 
n, iV, m berfihrt, aisdann auch derjenige Kreis My, — welcher 
mit deta Kreise m^ den Punkt .1 zum Achnlichkoitspunkt und 
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in Bezug auf deiiselbcii gleiche und gleichartige gemeinschaft- 
liche Potenz hat, wie das Kieispaar m, M, — die drei Kreise 
u, JV, II beriihrt (Nr. 31). Es ist klar, daas ein G leiches von 
einem folgenden Kreiapaare m^, M^, wolcbea sieb an das 
Kreispaar m^, M^ anachliesst, gilt; n. s. w. Man zieht daraus 
folgende Sätze: 

^Beschreibt man irgend zwei Kreise ■"/, M, die beide einen 
KiPS V von innen und einen Kreia n von aussen berühren, 
während "V und n e n ander liegen: so liegt ihr äusserer 
\ehnl ühkeitspiinkt I in der Linie der gleichen Potenzen ((r.l) 
dei gegebenen Ivieiso und beschreibt man ferner auf gleiche 
Weise die Kiespaare M »,, J/^; m^, J/,; . . ., welche 

sich an emanlei machliessen d. h., welche einander der Ord- 
nung nach berühren so hat jedes dieser Kreiapaai-e denselben 
lunkt 1 zum inaiercn V 1 nl thkeitspunkt* 

Denkt man s ch d e I eihe von Kreisen M, M, , ü/. , J/^ , . . . , 
von denen jeder die beiden gegebenen Kreise n, N' ungleichartig 
berührt, nnd welche einander der Reihe nach berilhien, im 
Kinge fortgesetzt, so sind folgende verschiedene Fälle möglich: 
entweder kehrt die Reihe in sich selbst zurück oder nicht, 
d. h. 1) entweder gelangt mau schon nach einem Umlaufe zu 
einem Kreise M^, welcher sich dem Kreise 31 anachlieast, ao 
daas der darauf folgende Kreis M^+i mit dem Kreise M zn- 
sammenfällt, oder man gelangt erst nach mehreren Umläufen 
zu einem solchen Kreiae M^, welcher sieh gerade an den 
Kreis 31 ansehliesst; oder 2) man gelangt nie, ao lange man 
anoh die Reihe fortsetzen mag, zu einem solchen Kreise, 
welcher sich dem Kreise M anachlieast, so dass der Raum, 
in welchem sich die R«ihe beündet, für die letztere ineom- 
mensurabel iat. Da nun nach dem voratebenden Satze die 
Kreise m, m„ ni^, . . . , ' respeetive mit den Kreisen M, 31^, 
J/j , . . . , den Punkt .1 zum äusseren Aehnliohkeitspunkt 
haben: ao folgt, dass, wenn man in der letzteren Reihe von 
Kreiaen nach einem oder nach mehreren Umläufen zu einem 
solchen Kreiae 31^ gelaugt, welcher sich dem Kreise M an- 
sehliesst [ihn berührt), dann auch in der ersteren Reihe dei 
ebensovielte Ki-eis »i~i sieh dem Aufangsgliedo (/») dieser Reihe 
ansehliesst, nnd dass die Reihe m, w*i, m,,, . . iiii eben so 
viele Umläufe enthält, als die Reihe M,'M^, J/j, . J/t 
Darana schlieaat man folgenden merkwürdigen Satz 

»Ist der Zwischenraum zwisclien zwei der üidase und 
Lage nach gegebenen in einander liegenden Kiei'ien x, N 
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für eine bestimmte Reihe von Kreisen J/, 3/,, ilf^, . . . 3fs, von 
ileneu jeiler jene beiden niigleieli artig [44] berllhvt, und welche 
einander der Ordnung nach berühren, oommensnrabel, d, h., 
besteht die Reihe ans a:-j-l Gliedern, welche u Umliiiife bilden, 
lind bei-fihrt der letzte Kreis M^ wiederum den ersten 3[: so ist 
derselbe Zwischenraum fdr jede beliebige Ueilie von Kreisen 
m, m,, m. , , . . «*,, wo m.tn anch das Anfangsglied in- an- 
nehmen mag, commonsniabel ; und es besteht die letztere Reihe 
ebenfalls aus x-\-l Gliedern, welche w Umläufe bilden, wie 
jene erstere Reihe. » 

Es folgt ans diesem 3a(jse zugleich: sdaas, wenn der ge- 
nannte Zwischenranm fitr irgend eine bestimmte Reihe M, 3T, , 
J/j, , . . incommensnrabel ist, er alsdann fdr jede andere Reihe 
m, )», , «i,, ... ebenfalls incommensnrabel ist.« 

Ks ist noch zu bemerken, dass, im Fall die genannte Reibe 
in sich znvtlckkehrt, d. i. commensnrabel ist, und n die Zahl 
der Umläufe derselben beze'ch et dann Ve 7 1 1 de (Teder 
der Reihe nicht kleiner sein kan als i -|-1 

Aus dem Obigen folgt ferner dass enn z L 1 r I re s '/ 
die drei Kreise vi, m„ N berfh -t dann ancl lerje ge Kre s Q, 
— welcher mit ihm den P nkt I 7um l sse en Ael nl chke ts- 
pnnkt und in Bezug auf d e en gie che u d gle chartige ge- 
meinschaftliche l'otenz hat, t d e I re spaare V nd /, , 
Ml , — die drei Kreise J/ J/ A 1 e -J hrt ode disa Iso 
umgekehrt die beiden Kreise q (^ vel 1 e ma n d e 1 e len 
einander entsprechenden Arielen (krnmnl ge I) ee k )/'■'/, 
BGIJ beschreibt, mit den i es^a re M nl M ein 

und denselben Punkt A zi n Aehnl chte tspnukt n 1 Be- 
zug auf diesen gleiche und gleehi-tige geme nsel iftl cl e Po- 
tenz haben. Eben so habe d 6)en ge] be de I e se o 0, 
welche man in die Arbele I ef nd i /'i' I sei e 1 1 Icn 
nämlichen Punkt A znm Jln^seren Ael nl cl ke tsp nkt nd in 
Bezug auf diesen gleiche und gle el a t ge gern ns I aftbcl o Po- 
tenz, wie jedes der gena nten Kre spaare Und bescl eibt 
man ferner in zwei neu e tst nde e enanler e fsprecleide 
Arbelen, wie z B. in den A belu ' 1 1 vclcl er / vi el n den 
drei Kreisen w, w,, '/ liegt 1 n de e tspreel le Ar- 
belus lilTK, welcher zwiacl en 1 n d e 1 %tj> ^f M 
liegt, zwei Kreise r. ]l: so I 1 n cl d eae len na 1 chen 
Punkt Ä zum äusseren Ael nl cl ke ts] kt n i v o Oe- 
sehlecht zu Geschlecht, bis ns U endl el 

Alle die vorstehenden S^tze fi le ig I 1 \\ lise 
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Statt, wenn an Stelle der beiden in einander liegenden Kreise 
u, N zwei ausser einander liegende Kreise gegeben aind, 
wie man leicht eijisehen wird. 

Fei'üer finden bei Kreisen , die in einer nnd derselben 
Kngeltlilcho liegen, so wie iil)crhanpt bei ebenen Curven , die 
in einer nnd derselben Fläclie zweiten öradea liegen, illinliche 
Sätze Statt. Kndlicli finden anch analoge Sätze bei Kngeln 
im Kauine Statt. Von allen diesen Sätzen soll an einem 
anderen Ort aiisflilirlielier geliandelt worden, ■^"■') 



[45, a:-5. 

Da die BeriiJirungspunkte d, I), in welclien der gegebene 
Kreis N die beiden Kreise m, M berfllirt, mit dem änssercn 
Aebnliehkeitapnukt A der letzteren Kreise in gerader Linie 
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liegen (Nr. 8]: so folgt, 
an die beiden Kreise 'in. 



dass, wenn man in dem Pnnkte (/ 
N (Fig. 23) die Tangente da legt, 
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welche die Linie der gleichen Potenzen AO der gegebenen 
Kreise n, JV in dem Punkte a sclineidet, dann der Kreia tu 
mit keinem anderen IvreJae M oder y., welcher die gegebenen 
Kveiae n, N nngleichartig berührt, den Punltt a znm Aehu- 
liehkeitapimkt haben kann; sondern dass vielmehr der äussere 
Aehnlichkeitapunkt, welchen der Ivrels in mit irgend einem 
jenei' Kreise gemein hat, entweder llher oder unter dem Punkt " 
(in der Linie -iff) liegt, je nachdem sich der letztere Kreis 
{M oder \i.} anf der einen oder anf der anderen Seite des 
Kreises ni befindet. Z. B., der äussere Aehnlichkeitapnnkt A 
der Kreise >ii, M liegt oberhalb, und der äussere Aehnlich- 
keitapunkt 'j. der Kreise tu, jj. liegt unterhalb des Punktea a. 
Da jede beliebige gerade Linie ApP, welche durch den 
äusseren AehnlichkeitBpimkt A der beiden Kreise m, M geht, 
eine äussere Aehulichkeitalinie dieser Kreise ist [Nr. 7), d. h., 
da die ans den Mittelpunkten */(, 1/ nach jener Linie g 
Parallelen iiip, Ml' sieh wie die Eadien der Kreise t 
oder, wenn man diese Iladien duri-h i, R bezeichnet, 
KU J? verhalten, so ist 

mp MI- 



Ebenso hat man, wenn man nach der Linie a-Kp, rt 
durch den äusseren Aehnlichkeitapunkt a der Kreise > 
gebt, die Parallelen w;;;, uiz zieht und den Kadius des Krci 
dm'ch p beüeiebnet: 



Zieht man nun die gerade Linie iii:^iil\\ äo schneidet aie 
offenbar von den Linien nr., MF die Stücke -7:1:^, l'I\ ab, 

so dass folglich der Quotient — ;- gn'isser ist, ala jeder der 

beiden Quotienten -^^ und — —■ ■ Daraus folgt, dass der 

Quotient des Kreiaea m (der dem Ivi'eise in zugehörige Quotient) 
ein Grösstes {Maximum) iat. Daa heisst: 

»Zieht man aus irgend einem Punkt a der Linie der gleicheji 
Potenzen {AG) zweier gegebenen in einander liegenden Kreise 
)(, N eine gerade Linie np im Winkel iitam^^^), und ferner 
aus den Mittelpunkten m, [», M, . . . beliebiger Kreise w, ja,, 
M. . . . , von denen jeder die gegebenen Kreise nngleichartig 
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berührt, nach joner Liiiie ap, in irgend einer Richtung, die 
ParaHelen in-}}, }i",, ^fl\, ■ ■ • uud dividiert dieae durch die 
Hadien r, ^, Ji, .... der reapeetiven Ki'eisew?, \i, M, . . .: 
so ist der Quotient desjenigen Kreises nt [46] (d. h. der Quotient, 
weicher zn diesem Kreise gehüi-t', welcher mit dem Kreise N 
zusammen von der Tangente nd in einem nnd demselben 
Punlite d hcriihrt wird, unter allen ilhngen Quotienten der 
grösste. ' 

Aus ganz gleichen Gründen ist anf der anderen Seite der 
Linie rtj>: »der Quotiejit desjenigen Kreises i», , welclier mit 
dem Kreise N Kusammen von der Tangente a■d^ in einem und 
demselben Punkte d^ herflhrt wird, unter den Quotienten aller 
auf dieser Seite liegenden Kreise der grösste.' 

Nimmt man die zuerst betrachtete Seite der Linie ap als 
positiv und die letztere als negativ an, so ist alsdann: »der 
Quotient des Kreises ]it, in Bezug auf die Linie ap, der gi'össte 
positive, und der Quotient des Kreises w», ist der grösste 
negative.' 

In Bezug auf eine Linie aber, welche nicht im Winkel 
matii, liegt ■■'*}, ist von den Quotienten der beiden Kreise in, s», ^^) 
dei eine unter allen ubngen der giosste, und der andere dei 
klemste Nämhch in Bezug auf iigend eine Lmie a/\, welche 
den Winkel imii theilt, ist dei Quotient des Krei-fes m untei 
allen tibr^eu der kleinste, uud dei des Kreises «(, untei 
allen ilei giijsste, djgegen ist in Bezug auf irgend eine Linit 
'i's I welche den Winkel Gfi iii, theilt, der Quotient des Ki eiaes >ii 
unter allen uhiigen dei giosste, und du des Kieises /ü, untir 
illen der kleinste 

Nicli dem Blähe ngen kann mm die m< hstclieiide Vnfgilie 
leicht und elegint geluvt weiden 



V 11 t ^ i 1. c 

\\oiin zwLi bthebige in ciuaudLi liegLiidc Ivieise /( ^ 
der Glosse nnd Lage nach gegeben sind so soll man unter 
"illtn Kiuscn m iii,, [i, M, , ■von dentn jedu )enc bei- 

den nngleiclnitig boitihi-t, denjenigen linden, dessen Quotient 
in Bezug lut eine gegebene geiado Linie {jp odei ap^ oder 
ap^) ein Maximum oder em Minimum ist, so diss, wenn 
man aus den Mittelpunkten ii/ ii,, <i, M, jinei Kieisc, 

nach dei gegebenen geridtu Linie, in iigeiid einti Kichtung, 
Paiallelen zieht, und diese durch die Baditii dei uspeetive« 
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Kreise diviilirt, dann von diesen Quotienten dem f^csitchLcii 
Kvüise üer grösste oder der Ivlelnste zngeliOrc. » 

Auflösung. 

Ij Mau bc^ichrcibi einen willklirlielien Kreis A', weicher 
die gegebenen Kieise n, JV in den l'iiuitten h, /), , li, if, 
sdineidet, und ziehe die Seimen bb,, BB^, welche derselbe 
mit den letzteren Kreisen gemein liat, und welclie Sehnen 
einander in einem beatiimnten Punkte 6' schneiden, 

2) Ana dem Pnnkte C fälle man ,iuf die Axe nN der 
gegebenen Kreise das Loth CGa, welches die gegebene ge- 
rade Linie {ap oder rip, oder tij>^) in dem Pnnkt a schneidet, 
und welches Loth die Linie der gleiclien Potenzen der beiden 
gegebenen Kreise h, K ist (Nr. 4) 

[47] 3) Ans dem Punkt « lege man die Tangenten ae. 
ae, , ad, iid^ an die gegebenen Kreise «, N, welche die letz- 
teren in den Punkten e, e,, d, d, beillhren, und beschreibe 

4] diejenigen beiden Kreise «', )»,, von denen der ersteve 
die gegebenen Kreise n, N in den Punkten e, d und der 
letztere in den Punkten e, , d^ bei-fihrt (§ 1 Nr. 4): so leisten 
diese, wie ans dem Obigen folgt, der vorgelegten Anfgabc 
Geniige. 

Beschreibt man ferner diejenigen beiden Kreise v, v,, von 
denen der erete die gegebenen Kreise n, N' in den Punkten 
fii, d und der letztere in den Punkten n, d, berührt; so folgt 
ans ganz ähnlichen Giflnden, dass diese Kreise der Aufgabe 
Genüge leisten, wenn unter allen Kreisen v, v, . . ., welche 
die gegebenen gleichartig (anstatt ungleich ai-tig) beriibren, 
diejenigen verlangt werden , deren Quotienten , in Bezug auf 
die gegebene gerade Linie, ein Masimum oder Minimnm sein 
sollen. 

Es ist noch zu bemerken, daaa Alles, was in dem Vor- 
liegenden (Nr. 23} in Bezug auf die beiden in einander liegen- 
den Kreise «, H" gesagt wurde, aueli auf ganz ähnliche Weise in 
liczug anf zwei ausser einander liegende Kreiae Statt findet. 
Ferner linden analoge Sätze bei Kugeln im Räume Statt. Wären 
z. B. anstatt der Kreiae n, A' zwei Kngeln, und anstatt der 
geraden Linie iip (oder flp^ oder ap^] irgend eine Ebene ge- 
geben, und sollte man nnter allen Kngeln, welche die gege- 
benen beiden Kngeln beiUhren, diejenigen finden, deren Quo- 
tienten in Bezug auf die gegebene Ebene ein Maxinnim oder 
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Minimum sind: so Wiue die AufltiinoK der vorliegenden hei 
Kreisen ganz khnlieli. Nämlich die Ebenen hh, und BB, der 
DureUschnittakreise einer witlkiirlichen Kugel K und der ge- 
gebenen Kngeln ii, N achneiden einander in einer bestimmten 
geraden Linie C; die durch diese Linie G gehende und znr 
Axe NnQ senkreeht stehende Ebene i'Gn schneidet die ge- 
gebene Ebene jin in einer bestimmten Linie a, und die dureli 
diese Linie t an die gegebenen Kngelu gelegten üerdhvungs- 
ebenen berfihren dieselben in den nämlichen Punkten e, f,, 
d, d,, in welelii'n sie \oa den gesuchten Kugeln ;;;, m,, v, v, 
berührt werden 

§ VI. Veriillgeineiiierung eines \aa Pappus iiberliei'ertun (shcui 



Pappnn [Cfilkrtio matlmiiitfüa, Buch IV. vom 12. bis znm 
18. Theorcm)2-i) beweist 
folgenden, wie er sagt, 
alten Satz*): 

»Beschreibt man eine 
lleihe von Kreisen m^, 

(Fig. 24, 25), von denen 
jeder die beiden gege- 
benen einander in B 
berithi'enden Kreiae J/,, 
Jfj berührt, und welche 
einander der Reihe nach 
(äusserlich) berühren : 
,48] so bilden die Quo- 
tienten , die entstehen, 
wenn man die aus den 
Mittelpunkten ;;/, , iii^ , 
"(j, . . . II' i auf die 
Ase J/, M^ gefällteu 
Fig. 25. Lothe III 1 1\ , m J*^, 

iii,J\, . . .«(iPjdnreh 
3 Radien r, , r,, r^, ... t\ der respecliveu Kreise ii\, v)., 
I, . , . ii's dividirt, folgende arithmetische Reihe: 

*) 'Oirmmfeiiur in quibusdam librjs aiitiqita propoaitio huiumnodi.« 
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a) Wenn der Mittelpunkt m.^ des ersten Kreises m, der 
der genannten Ueihe in der Axe Jf^ 3T^_ der gegebenen Kreise 
liegt, so ist (Fig. 241 



b) Wen 
M,M, der 



der geiiamiten Reihe die 
.Tihrt, so ist (Fig. 25): 



gleich 



1, 



■ä, 



Oder der eigentliche Satz, au3 welchem diese beiden Fälle 
(a,b) blosse Folgerungen sind, ist der mchsttliende {Theorem 15J: 

c] »Wenn zwei Kreise Jf,, M^ (Fig 26) die einander in 
B innerlich berühren, der Grösse und Lige nich gegeben sind, 
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Fig. 2G. 

und man bcsebreibt irgend zwei Kreise if,, m^, welche einander 
in h (iiiiaserlieh) berühren, und von denen Jeder jene beiden 
Kreise berOlirt, Mit sodann ans den Mittelpunkten iii^ , m^ 
auf die Axe M^M^ der gegebenen Kreise die Lotlie vt,I\, 
^i'iP^, und dividirt diese Lotho durch die Kadien r, , )\ der 
respectiven Kreise «(, , vt^ : so ist der dem letzteren ICreise [tii^] 
zugehörige Quotient um 2 grösser als der erstere, d. h. es ist 
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oder, wie sich Pnppvx aTiailriickt: das Lotli ni,r^, plus <lem 
Üiirchmesaer des ziigeliörigen Kreises ««,, rerliält sieli zu diesem 
Dil reh IQ CSS er wie das Lotli i'>i}\ zum Uurehmessev des zii- 
geliorigen Kveisea Wj, d. i. 



Bedient man sieh der Hlilfs mitte! und K uns tan s drücke, 
welche in den vorliergeJienden Pai'agi'.iplien (I, II, III| ent- 
halten sind: so Itann der Satz, wie folgt, bewiesen werden. 

A. Die gerade Linie AB (Fig. 2G), welche die heiden^ge- 
gehenen Kreise J/i, M^_ in dem Punkte B berührt , ist zu- 
gleicli die Linie der gleichen Potenzen derselbcD. (§ 1. Nr. 3.) 

B. Da jeder der beiden Kreise M^, M^ die beiden Kreise 
'"ii "'ä gleicliartig berührt, so folgt: 

[49] n) dasa die Linie .ß^ (als Linie der gleichen Potenzen 
der Kreiae J/,, M^) dnreh den äusseren Aehnlichkeits- 
piinkt der Kreise w/,, w^ geht (Nr. 13),' nnd dass 
datier der Punkt Ä, in welchem die Axe «',»(, die 
Tangente BA schneidet, der äussere Aehnliehkeits- 
punkt der Kreise »/*,, jd-j ist; 
'^l) dass ferner die aus den Mittelpunkten w,, m^ nach 
der Linie AB gezogenen Parallel linien sich ^-orJialten 
wie die Radien )■,, r^ der respectiven Kruise in^^ iir^_ 
[Nr. 7), daaa also z. B. 

Aw, : Am, = r^ : r,; 
und, üsiAB, iii^I\, III J\ zu der Axe M/'iJ/"^ senk- 
recht, mithin unter sich parallel sind, daas auch 
BP^ ■ BP, -= /■. : i\ , 
y) dass cndUch Jeder der beiden Kreise M,, Üfj in Bezug 
auf den äusseren Aehnlichkeitipnnkt A der Kreise 
"'w '"i potenzhaltend ist, so dass das Quadrat der 
Tangente AB gleich ist der gemeinschaftlichen Po- 
tenz der Kreiae iii^, ii)^ in Bezug auf ihren Süsseren 
Aehnlichkeitspunkt A {Sr. 12). 
C. Da ferner auch das Quadrat der Linie Jb gleich ist 
der gcinein''chaftlichen Potenz der Kvei-iv iii, , ni, in Bezug 



Hosted by 



Google 



Eiuigi, ^LouiUristl e tetr itl tniigtü 45 

auf den Piiükt A (wi il in dtm I101 Qhrungipunkt ' zwei poteuz- 
lialtentle Punkte (Nj 12) zusimmen fallen) so folgt (■-), dass 
AB^ gleich ^Ift*, und mithm auch J-B gleich 1/ ist. 

D. Nach der Voriussetzuiig sind die Radien ni^Oanä m^D 
der Kreise w^,, j», paiiUel (seukiecht zur Axe BM,M^], da- 
her liegen die drei Punkte 7) / C in gerader Linie (Nr. 7); 
und da AB gleich Ih nud nj gleich m^C (als Radien des 
Kreises in^] und auch AB nnd lu^C paiallel suid so liegen 
auch die drei Punkte B, f, b m gei tder Lime und mithin ist 
BChl) eine gcr;vde T^inie. 

E. Zieht man nun noch die gerade Linie Bui,,_E, so b.it 
man: 

EI) : m^C = BI\ : ni\ = r^ : -■, (B, ß), 
oder, wenn man bemerkt, dass m^C gleich r^, 
KV : v. = r, : )■ 



und folglich: 


ED 


= )■ 




und da auch m 


J> gleich ,■,, 








m^E 


= äy 




Nun ist ferner 








EI\ : > 


H.,P., = B}\ : 


ß/'i 


-= '\ ■ >■, 


oder da 








F.l\ 
so igt; 


,--,/',+'. 


'1 ,E ^- 


-- '>'J\ + 




III J\ + 2*-, : 


ll':l\ 


= r, : c, , 


[50] und foIg!i( 


■h: 




"h -/', 



welches der ohige Satz (c) ist. 

Denkt man sich nun eine Reihe von Kreisen )(',, iii^_, j«.,, 
Jit,, . . . i"s, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise -^/,, 
-.¥, berahrt, nnd welche einander der Eeihe nach [äuaserlichl 
beröhren: so hat man nach dem vorliegenden Satze; 

=f = '";/■+='. 

IH.,1\ ,IkP. , ^ 111,1', , , 
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■ AbkllrKung J- -!- gleich q und 



setzt, so ist: 

'-^=<i-\--2\ ^-='/+4; ■'=v-Hti; ■■■ ^;>=742(^-i). 

Setzt man q gleicli ü, d. h., nimmt man an, der Mittel- 
punkt 9», des ersten Kreises liege in der jVxe Jf^J/j der ge- 
gebenen Kreise {Fig. 24), so hat man: 



welehos der obige spezielle Satz (a) ist. 

Und setzt man q gleich 1, d. h., nimmt man an, der erste 
Kreis )rt| l>erühre die Axe il^M^ der gegebenen Kreise (Fig. 25), 



^4'- = l; ^■;=3; '^=:h; -;; = 7; ... '^^ = 2x-\, 

welches der ob^e spezielle Satz (b) ist. 

Es ist klar, dass der Hanptsatz (e) unverändert wahr bleibt, 
wenn anoh der Kreis M^ sich immer mehr ausdehnt, bis er 
zuletzt in die gerade [61] Linie BÄ übei^eht; und dass dieser 
Satz fem er auch dann noch Statt findet, wenn der Kreis M^ 
darch die gerade Linie BA gegangen ist, und aiif der anderen 
Seite derselben wieder als eigentlicher Kreis znm Vorschein 
kommt, so dass nun die beiden Kreise M^ und 3/j einander 
äusserlich berühren. Wen fliese Ableitni^en nicht befriedigen, 
flir den bemerken wir, dass der Beweis fflr die abgeleiteten 
Fälle dem vorstehenden ganz ähnlich ist. Fajipus beweist 
jeden Fall besonders. 

Auch wenn Berührung der Ki-eise Jlf,,ilfj von innen statt 
hat, lautet*) die Formel: 

*) wenn ebeaabsolnteWcrtbevonj)(,7'i, /JS;/'; angenommen werden. 
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^ -.'.'- -[- 2 ^ —''- i- oiler besser: ' - '- + - '' -' ;= 2, 

sobald die Mitte IpTinkte »»,, iik zu verschiedenen Seiten der 
Ase M^M^ liegen. Berlibren aich M, und Jf, von aussen und 
werden sie durch vi, nnd m^ äusserlich beriihrt, so gelten 
dieselben Foiineln mit demselben Unterschied, je nachdem in, 
und H'ä auf derselben oder auf verschiedenen Seiten der Äse 
liegen. Wenn jedoch m^ die Kreise JW,, M^ äusserlich be- 
rührt, i"j aber alle drei einachlicssend beriihrt, so ^It 

wenn m^ und (", ;iuf derselben Seite der Axc, und 

wenn sie auf verschiedenen Seiten liegen. Ünsa bei ungleicher 
Lage der Mittelpunkte m^, m^ zur Axe die Formeln in den 
beiden Fällen gleiche Gestalt haben, beruht darauf, dass der 
Übergang von dem einen Fall zum andern durch einen Kreis h(. 
Statt findet, der in eine Gerade ausgeartet ist, welche Jf, und 
3f, beiUhrt, d. i. in einen Kreis mit unendlich fernem Mittel- 
punkt, welcher also den Mittelpunkt m^ von der einen Seite 

der Ase auf die andere fährt. — - — - hat bei diesem Über- 
gange einen endlichen Werth nnd wechselt nicht das Vor- 
zeichen. 25j 



Wiewohl wir beim ersten Anblick des vorstehenden inter- 
essanten Satzes die Veimuthung hegten, dass derselbe einer 
gi-öaseren Ausdehnung fähig sein müsse: so fanden wir doch 
nicht sogleich den Weg, auf welchem dieses Ziel leicht zu 
erreichen war. Das nachstehende Verfahren, durch welches 
wir unseren Endzweck zum Theil eiTeichten, ist ziemlich ein- 
fach, kann aber vielleicht, zumal da nun das Gesetz bekannt 
ist, auf einem anderen noch kürzeren Wege bewiesen wer- 
den. Das Hauptresultat, welches wir gefunden haben und 
welches wir weiter unten beweisen werden, ist das bestimmte 
Geseta zwischen den Quotienten, die entstehen, wenn man aus 
den Mittelpunkten m^, iii^ der beiden Kreise m„ m^ (Fig. 26) 
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JictJb 'steint 



auf irgend eineu beliebigen Dnithmesser eines der beiden ge- 
gebeneu Kreise M,, M^ (anatUt luf die 4xe BMyM^ (Nr. 24)) 
LotLe fällt, nad diese dnreh die Ea.dieu j,, Cj der respec- 
tiven Kreise m,, m^ dindiit 

Wir bemerken hier beiläuhg, dass nan iiotli <lie folgende 
allgemeinere Aufgabe zu losen ubiig bleibt 

»Ein Gesetz zwischen den beiden Qaotienten zu finden, 
die dadurch entstehen, daii mm ans den Alittelpimkten m , 
iit^ der beiden Ivreise ■)»,, in^ auf ugend eine gerade Linie L 
Lotho fällt, und dieselben duich die I.idien /, i^ dei respcL- 
tiven Kreise w,, iii^ dividiit [Ni 24f) 



iJeriihrcn sieii die beiden gegebenen Kreise ü/,, M^ (Fig. 27) 
in B, beriihrt ferner jeder 




der beiden Kreise in, M 
die beiden gegebenen, liegt 
der Mittelpunkt M des letz- 
teren in der Ase M^M^, 
und bezeichnet man die 
Radien der vier Kreise J/", , 
J/j, M, m respeclive dareh 
Ii[, L\, 11, r, 30 ist: 

AC= BO— BA 
oder 

2n = •2J,\_ — 2R, . 
oder 

A' = K, — 1-!, , 





^.^ .).j und andererseits ist 




BM =R^ + r 


Femcv ist: 






Bf: HM = r : /,' .Nr. 24, B, ,3), 


[52; oder 


TU' : L\ -1- l,\ =-. >■ : L\ — fi, , 


nud folglicli 




[1] 


"'-^-v- 


Setzt ma 


11 zur Abkürzung das aus dem Mittelpunkt 



die Axe .1/,.,1/;J/ gefällte Loth luF gleich j>, und M,P gleieh 



Hosted by 



Google 



Einijje gconietrisebo Bctr;iclitun;;eu. 49 

U, M^P gleich h, M,m gleich L, M^m gleich 1, ho findet, 
man leiclit folgende Gleichungen: 

(2) L = K^ + )■, R^ = i + r, BF = Ji, + U= R^ + 'i. 
Nun ist vermöge des rechtwinkligen Dreiecks M^Piit: 

oder, wenn man n aus (2) und fl) substituiit, 



^'•+(l^'-=' 


..)■ 


"■ + (^;--')' 




, ^:+(.A)' 




2", 


'' 


s-.r-^s. 




len Quotienten - gleich q 


-'^^ 


,-«■ + ■"■■ ,- 





folgt. Auf gleiche Weise findet man 

Aua der obigen Gieichni^ i' = ji^ + m' findet raaB ferm 



_ /?' + *»' 

l 4« 


•■+-]rr" 


und folglich: 

[5) 
und ebenso: 


7' — 4-^ . aq 
"" 4:: " ■ ''' '' 


Ostwatd'e ElEifsikQr. 12:^. 
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7^ — 4(77 + 11= 



4(r: 



-1) 



[53] Endlicli ergeben sich ans (2) iind (Ü) nnmittelbai' fol- 
gende Werthe für die Radien der beiden gegebenen Kreise 

(7, p ^.?l±lt(!L + l). 



K,- 



18] 



4(7^+1) 



Muu sieit auH (3) und [■'>\ daas die beiden Linien l und 10 
immer zu dem Kadins / commensurabol sind, sobald p zu r 
und i?, zu J?^ — R^ commensnrabel ist , also wenn q und tt 
rational sind. 

Bevor wir unseren Hauptgegenstand weiter verfolgen, wollen 
wir einige Fälle, wo diese Grössen rational aind, betrachten. 

a) Nimmt man i: gleiuh 1, d. i. li^ gleich 2Ii^ an, 30 hat 
man (Gl. (3) bis [6)) 

_L ._= 'J^ ±A und ^ = ll+Ü 



Bezieht man diese Ausdrücke auf eine Reihe von Kreisen«;,, m^, 
m,, ...fPig.SS), welche 
sieh an einander an- 
achlicssen, nnd wo der 
Mittelpunkt /», des 
ersten derselben in der 
Äse M^M^ der ge- 
gebenen Kreise liegt, 
so hat q respeotive die 
Weithe [Nr. 24, a): 
0, 2, 4, 6, 8, . . . 
2{n — 1) , nnd daher 




hat - 



Werthe: 1, 2, 5, 10, 



- respective die 
die Werthe: 2. 
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(n — 1;- + 4 M 
-5, 4, y, . . . ^ - ■ ^ — ; die Wcrtin;: -1, 0, a, 

8, ... (i( — 1)* — 1; und endlieh hat — respectivc die Werthe: 

—2, — |-, 0, ^ , ... ' ' ■ - ; was folgende Tabelle 



Kreise. 


>ll\ '"i '"'a 


m, 


«.. 




».. 


p:r = q^ 


0, 2 

1 2 


4 
5 


6 
10 


8 
17 




2(«-l) 


l:r = 




(«-ir+1 


L:r = 


2 1 


i 
3 


'/ 


10 




(»-^11M^4_ 


u:r = 


-l' 


8 


15 




(..-ir-1 


V : r = 


1 





i 


6 




(»-l)'-4 


[54] Man 


ieht hiera 


8, da 


sdie 


vier 


Hittelp 


rakto Jf, , 1/, , 



!j(j, Hij ein Rechteck bestimmen, dessen Seiten M^m 
M^M^ sich verhalten wie 4 : 3. 

b) Nimmt laan J?, gleich 'AJi^, so ist 



Hiernach erhält man für eine Reihe von Kreisen ?«„ nij, m.^, 
. . . [Fig. 29), welche sieh der Ordnung nach berühreD, nnd von 
denen der erste jh, die Axe 3/, JW, der gegebenen Kreise be- 
rührt, so dass also q reapeetive die Werthe: 1, 3, 5, 7, . , , 
2h — 1 hat [Nr. 24, b), folgende Tabelle; 
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Kreise. ! «», vi^ ■ m, ' ni^ »k \ . . . 


... 


„:r^,= 


1 


3 

3 


5 
13 

V 
12 


7 
25 

V 
24 


9 


... 


2k— 1 


L:r^ 


1 


41 




(2»-ll'+l 


40 


- 


(2»-l)'+9 


6 


„:,.= 





4 



(2n-l)'-l 


2 

|2»-l)'-9 


U:r = 


^ 




c) Nimmt man an, der Kreis J/^ gehe (Fig. 30), durch un- 
endlieho Vergrössoning, in die gerade Linie AB (Tangente 
des Kreiaea J/J über, so ist ß^ gleich od, mithin 7t gleich 

R 

-" - gleich 0, und daher 

CO — JS, 



fi7} und (81), 
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Für eine iteihe von Kreisen 1n^ , vi^ , ni^ , iWj, . . . , welclie 
einander der Ordnung nach berühren, nnd von denen der erste 
Hii die zu der Äxe BG [55] senkrecht stehende gerade 
Linie CD ist, erhält man, da q respective die Werthc 0, 2, 
4, 6, . . . 2{n — 1) hat (Nr. 2i, a), folgende Tabelle: 



Kreise. 


Mi, 


-. 


.», 


». 


'■'. 


»'. 




..,. 


p:r = q^ 


■0 


2 
2 


4 

5 


6 
10 


8 


10 




2(» — 1) 


L:r = 


1 


17 


2G 




(» - 1)' + 1 


U:r = 


— 1 





3 


8 


15 


24 




te-l)"-l 


R,:r = 





1 


4 


9 


16 


25 




(» - 1)' 



Wie man sieht, ist hierbei 
die Reihe der Werthe von 

' am auf fallendsten. 



Es sei AO (Fig. 31) 
irgend ein beliebiger Dureh- 
messer eines der beiden 
gegebenen Kreise M,, 3f, , 
welche sich in B bertlhren, 
z. B. des Kreises M^ . Den 
Winkel AM^M,, welchen 
dereelbe mit der Axe M^ 1/, 
bildet, wollen wir durch a, 
und das aus dem Mittel- 
punkt Mj anf den Dnrch- 
messer AO gefällte Loth 
3I^H durch h bezeichnen. 

Von den Kreisen in, m„ 
von denen jeder die beiden 
gegebenen Kreise beiührt, 
sei der letztere ganz belie- 
big, dagegen liege der 
Mittelpunkt i'i des erstercii 




Hosted by 



Google 



54 



Jacob Steiner. 



in dem genannten Durchmeaaer AG. Aus den Mittelpunkten 
ni, «?| fälle man die Lothe ^iiP gleicli p, m,I\ gleich p, auf 
die Ase M^M^, und ferner aua dem Mittelpunkt in^ das LotSi 
l^II^ gleich h, auf den Durchmesser AC. Die Radien der 



Kreise Jf,, 3/^, m, m^ bezeichnen i 
E^, r, r^, und setzen zur Abkürz 

oder ■w-'= Q 



1 obiii 



durch ]f,, 




Fig. 81. 
so ist 

Bezeichnet man ferner die Winkel II,M^m, und 7', -'"i' 
durch ß und 7, äo ist, wie bekannt: 

sin 3 = sin (a — -,') = sin a ■ cos -[ — cos a ■ äin -j , 

oder 

und folglich: 

[2] /-i = I\]\l^ ■ sin 5 — w,/', ■ eoa a. 
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Oder wenn maa für P,M^ und "i^I'^ uach Nr. 26, woselbst 
sie durch u- [56] und p liezcieliiiet sind, ihre Werthe ■ -. - - ■ '"i 
und q^t\ setzt, so kommt 



Diese Gleiehung gilt für jeden beliebigen Kreis )/(,, welcher 
die beiden gegebenen Kreise M, , AI^ berührt. Für den Kreis m 
ist aber das Loth h gleich 0, daher hat man; 



md mithin: 

(4) 



Wii'd dieser Wertli von cos a in die Gleichung (3) aub- 
stituirt, so kommt: 



' ' r, \ 4:: ^' 47:5 / 

Wir setzen q + 2« statt 5,, worin n cme beliebige posi- 
tive oder negative Zahl sein kann. Wenn n ganz ist so 
gehört )H, einer Reihe von Kreisen an, zu nekhei luch 111 
gehurt und in der benachbarte sich berühren i Nr 24], n zeifjt 
dann die Stelle an, welche der Kreis -nr^ uich {odti \üiI 
dem Kreise tn in dieser Eeilie einnimmt. Ahn wie iu(,h 11 
sei, man hat: 



2h. 



sin 0: ^ _i ■ ff -i- i~ 

K 4-1; 

Wegen Nr. 26 GL {'d} ist: 
»1 Mj t= ? ;= — - - )■ ; ferner -m F = p ^= qr , nlw 
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(ü) ^^Qn'^Qn,^'] 

[57] das heisat: 

sMan findet den Quotienteii (h^ : r, ) flir irgend einen Kreia 
;;(,, weicher die beiden gegebenen Kreise J/,, M^ berührt, in 
Bezug auf den angenommenen Durchmesser A C aus der Stellen- 
zalil n dieses Kreises j«, von dem Kreise m an gerechnet, 

und aus dem Quotienten — ' — gleich Q des Kreises il/, in 

Bezng auf denaeiben Durohmessei AC< 

Liegt der Kreis m^ auf der anderen Seite des Kreises m, 
wie z. B, der Kreis \i,: so ist n alt negativ zu betrachten; 
schreibt man daher — n statt n, sn hat man : 



(7) -^^Qn'-2n. 

Die beiden Formeln (6) und (7) gelten auf ganz gleiche 
Weise, wenn man anstatt des Dnrehraesaers AG irgend einen 
beliebigen Durchmesser des Kreises M, annimmt; nur würde 
sich im letzteren Falle der Qnotient Q auf den Kreis M^ be- 
ziehen. 

Der obige alte Satz (Nr. 24, c) ist ein specieller Fall des 
vorliegenden Satzes (Gl. (6) und (7)) ; mau erhält jenen, wenn 
man bei diesem Q gleich setzt, d. h. wenn der angenommene 
Durehmesser AC mit der Äxe M,M^ zusammenfällt. 

Bezeichnet man den Quotienten —' - durch Q, und den 

Quotienten h^ir^ eines Kreises jw,, welcher die {x~ 1)*« Steile 
nach dem Kreise m, einnimmt, durch Q^, so ist nach Gl. (6): 

0, = ^«* + 2n , 

<j^ ^ 0[n + -.r - ly- + 2{,1 + ..■ - -i) . 
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Wird aus diesen beiden Gleichungen n eliminirt, ao findet mau 



(8) Q, = Q[x-\f ±-2{x- l)yi + 0.0, +Q, J^i 

»Dieae Gleichung lehrt, wie man aus dem gegebenen 
Ciuotienten Q^ eines bestimmten Kreiaes 'lu, , aua dem Quo- 
tienten Q des gegebenen Kreises M, und aiia der Zahl x — 1, 
welche anzeigt, die wievielte Stelle irgend ein bestimmter 
Kreia )»i nach dem Kreise m, einnimmt, den Quotienten Qs 
des Kreises )«, in Bezng auf den nämllciien Durclimesaer AC 
finden kann,« 

Setzt man x gleich 2, so hat man: 

[9) 0, = Q± 2i/r+ Qlj, + 0, . 

»Diese Formel lehrt, wie man aus dem Quotienten Q des 
gegebenen Kreises J/, in Bezug anf den Durchmesser AC 
und aus dem Quotienten [58] 0, irgend eines bestimmten 
Kreises m^ in Bezng auf denselben Durchmesaer den Qno- 
tienten Q^ desjenigen Kreises m^, in Beeng auf den nämlichen 
Durchmesser findet, welcher sieh dem Kreise «;, anscliliesat 
(d. h. ihn beiUhrt).« 

Es sei z. B. 



j¥,7? 
so ist: 



und 0, = ^!^^^ = 2A . 



— *-^ = (,)^ = 12 ± 2]/l + 12.24 + 24 
= 70 oder == 2 . 

Zur Krläuterung der Bedeutung der gefundenen Formeln 
(6], [7), [8], (9) wollen wir dieselben noch auf einige bestimmte 
Keihen von Kreiaen anwenden. Z. B. 

a) Nimmt man an , der gegebene Kreis M, [Fig. 32) be- 
rillire den genannten angenommenen Durchmesser ÄM^O, SO ist 
gleich 1, und daher erhalt man für eine Reihe von Kreisen; 
■■ ■ 1^3) m! V-iJ '"i "'n '"ii ™aj . . . , d. h., für eine Keihe 
Kreise, welche aich zu beiden Seiten dem oben genannten 
Kreis m anachliessen, und welche einander der Ordnung nach 
bertUiren, folgende Quotienten (wenn man die aus den Mittel- 
punkten; . . . [ij, [i,, )", Hi|, )Hi, ... auf den Durchmesser A<! 
gefällten Lothe durch die Radien . . - pj, p,, r, )-,, j'^, . . . der 
reapectiven Kreise - . . li^. iJ.,; '", "',7 "'j- - ■ • dividirtj; 
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Krciäe 




:^.|:^. 


.... 


j 


"'.|... 


'"n 


h _ 


)('-2« ... 


3 1 

! 


— 1 





3 


8 


15 




«'+2« 




b) Setzt man Q gleicli 2 , so findet man für eine Reihe 
Kreiae: . . . [i,, [i,, m, w;,, ni^_, . . . (Pig. 33] folgende Quo- 
tienten : 



Krciise |i. ;... 


.V.|.ihi... .",i»',|».|«'. 




"iji 


'i=2„'-2« 




24 


12' 4 





4 


12 


24^40 




2n*+2H 



Es kann noch bemerkt werden, daaa die Sätze und Formeln, 
welche wir bisher in Bezng auf die beiden einander innerlich 
berährenden Kreiae iV/,, M^ aufgestellt haben, auf ganz ähn- 
liehe Weise bei zwei aieh äusaerlieh bertlhrenden Kreisen Statt 
finden, und das3 sie ferner anch dann noch [59] Statt finden, 
wenn der eine Kreis (M^) durch unendüche Vergrüaseriing in 
eine gerade Linie llbergelit. 
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Aus dem obigen altun Satze (Nr. 24, c) lassen sich unter 
inderen auch uiieh stehen de interesäante Fulgerungen zielien. 




Liegen die Mittelpunkte dreier beliebigen Kreise M^, M^, 
t [Fig. 34), welclie einander, paaiweisc j 
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drei Pnnkten B, A, berühren, in einer geraden Linie: ao 
ist, vermöge des alten Satzes, daä aus dem Mittelpunkte m, 
desjenigen Kreiaea )h„ welcher jene drei Kreise berührt, anf 
die Axe Jt/jJf^wi gefällte Loth w, P gleich dem doppelten 
Radina »»,!) des Kreises «t,. Demnach iat 
FD = Dm.,. 

Es ist klar, dasa dasselbe Statt findet, wenn man sich, 
anstatt der genannten Kreise ü/,, ][L, in, m„ Kngeln denkt. 
Ferner ist leicht zn sehen, dass jede Kugel, welche die drei 
gegebenen Kugeb M„ M^, m beröhrt, wo aie aich auch be- 
finden mag, gleich der Kngel «i, ist; und dass ferner der Ort 
des Mittelpunkts einer solchen Kngel, welche die drei ge- 
gebenen Kugeln M^, M^, in berührt, ein Kreis ist, dessen 
Radius gleich Pjh,, und daaa die Ebene diesea Kreises, welche 
wir durch E bezeichnen wollen, in dem Punkt P zn der Ase 
M,M^m senkrecht steht. Denkt man sich nun eine Reihe 
Kugeln ji(,, iiij, wtj, . . ., welche einander der Ordnung nach 
berühren, nnd von denen jede die drei gegebenen Kugeln 
Jl/„ üf,, m berührt: so folgt oflenbar, da I'D gleich «i,D, daaa 
die genannte Ebene E mit jenen Kugeln [w,, m^, iii^, . . ) 
eine Dnrclischnittsfigur bildet, welche der Figur 35 gleich ist. 
Nun ist aber leicht zn sehen, 
dasa man um einen bestimm- 
ten Kreis P (Fig. 35j gerade 
sechs Kreise )«,, m^, in,, ii),, 
'"ti '"(11 ^**'^ denen jeder dem 
Kreise P gleich ist [PD gleich 
TIjmJ, so hemmlegen kann, 
dass jeder den Kreis P be- 
rührt, und dass sie einander 
der Reihe nach berühren. 
Dai'ans folgt nachstehender 
Sata: 

sRerühren irgend drei be- 
liebige Kugeln Jl/, , M^ , m 
{¥ig. 34), deren Mittelpunkte 
in einer geraden Linie liegen, 
einander, paarweise genommen, in den di'ei Punkten B, Ä, C: 
so können in dem Räume, welcher zwischen den drei Kugel- 
flächen liegt, aeeha gleiche Kugeln h!,, iii^, w,, m^, m^, «/„ 
besclmeben werde«, welche einander der Reilie nach bciflliren 
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:die Kugel jh,, berührt die Kngel h;,), und von denen jede die 
drei gegebenen Kngeln 31,, ü/,, «( berührt.« 

Mittelst eines bestimmten Satzes bei Kugeln, welcher einem 
Satze bei Kreisen (Nr. 22) analog ist,^"J folgt aus dem Vor- 
liegenden leicht nachstehender sehr- merkwürdiger Safa; 

»Wenn irgend drei beliebige Kugeln einander be- 
rühren und man beschreibt eine Reihe von Kngeln in,, 
m^, «Jj, . . ., welche einander [60] der Ordnung naeh be- 
rühren, und von denen jede jene droi Kugeln berührt: 
so achlieast sich immer die sechste Kugel dieser 
Reihe, wo man auch immer die erste annehmen 
mag, gerade an die erste an. Und ferner liegen die 
Mittelpunkte dieser Reihe von Kugeln immer in einer 
nnd derselben Ebene, und zwar in einer und der- 
selben Curve zweiten Grades.. 

Odei »Wenn die drei gegebenen Kugeln .3/,, M^ u. Fig 3i) 
cmander pmweisc genommen, berühien so kinn m dem 
Räume welchei zwischen diesen diei Kugelflachen liegt eine 
Ildhe von sechs Kugeln [i,, |ij ui fi, [i^, [i^ wo man luch 
die ei'ite Kugel idei das Vnfangsghed dieser Reihe annehmen 
mag so beschiieben werden dass sie emander der Ordnung 
nach beiUhien und daas jede die drei gegebenen Kugeln be- 
rtlhit nnd die Mittelpunkte dieser sechs Kngeln liegen in 
emei bestimmten Ellipse " 

Lntei anderen hii^ihei gehoiigen speziellen Fallen eiwahncn 
wir nur folgenden: 

»Wenn drei gleiche Kugeln einander, paarweise genommen, 
(äusserlich) berühren: so gieht es zwei bestimmte mit einander 
parallele Ebenen A, B, von denen jede die drei gegebenen 
Kugeln berührt. Und besehreibt mau in dem Hanm, welcher 
sieh zwischen den drei Kngeln befindet, eine Reihe von Kugeln, 
von denen die erste die Ebene A und die drei gegebenen 
Kugeln, und dann jede folgende die vorhergehende nnd die 
drei gegebenen Kugeln berührt: so wird die vierte Kugel dieser 
Reihe gerade die andere Ebene B berühren.« 

Nämlich die beiden Ebenen ,1, B sind als zwei nnendlich 
grosse Kugeln zu betrachten, welche einander berühren (da 
sie parallel sind), nnd welche also , da sie ebenfalls die drei 
gegebenen Kngeln berahren, in der genannten Reihe Kugeln 
die Stelle der fünften nnd sechsten Kugel vertreten. 
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Durcli Hülfe des alten Sitzts kinn lermr uich dei Eidius 
desjenigen Kreises, welchei drei gegLltcne emwdei heiilhiende 
Kreise berührt, aus den Radion dicsei Ivieise leicht gefundm 
werden. 

Es seien die di'ei Kreise M,,3I^,3I, (big. 36), weleho 
einander berühren, gegeben. Der Kreia tn berühre sie änsser- 
lich und der Kreis M ein aoliliea send. Die Radien der fttnf 
Kreise 3/,, M^, M^, M, m sollen respective dnrch ß,, fi^, R^, 
R, r bezeichnet werden, 




Fällt man aus den Mittelpunkten J/,, 
die Lothe M^H^ gleich fe, und m«, gl 

(Nr. 24, e): 



; auf die Asc M^ jV, 
ch p, , so ist nach 
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[61] woraus folgt: 

Dl min ciiir ihiiluliP niPichiing prhilt, wenn man aus 
len "Miftelpiinkfeii ^f und >i tut die Axb M^M^, oder aus 
den MitfdpunktPn M^ und n auf die Axe M^AI^ Lothe fällt, 
tt liat man zusammengenommen folgende drei Gleichungen: 



/', 'U ''3 Wi", Vßj J?j ' fe, K Kl 

geben. Der erste Theil dieser Gleieliung ist aber nach einem 
bekannten Safae gleich 1; nämlich; »Wenn man die ans einem 
beliebigen Punkt m auf die Seiten eines Dreiecks M^M^M^ 
gefällten ^oüi& p^, p^,p^ durch die correspondirenden Höhen 
A„ Aj, Äj des Dreiecks dividirt: so ist die Summe der drei 
Quotienten allemal gleich Ls''") Die vorliegende Gleichung 
geht demnach in folgende über: 

r R^^ B^^ R,^ /i, ^ \ ^ \ 

Bemerkt man ferner, daaa die Hohen eines Dreiecks durch 
die Seiten desselben ausgedrückt werden konneu, und dass die 
Seitfn des Dreiecks M^M^M^ ihrer firöase nach Ä, + Jüj , 
-ff, + i?, , B,-\- R, sind: so hat man z. B 



V2[Ä, + n. 


. + iSJ.2ß, 


.SB,. 


SB, 




'.(II, + B,) 






2yR,E,E 


,{E, + E, + E,) 
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Werden dieae WertUc für A,, h^, h^ in die obige Gleichung 
aubstituirt , ao erhält man nach gehöriger Reduction folgende 
Gleichung: 



'^ >■ ]i, ^ IL ^ JL ^ ' ILR^ 



R. 



Diese Gleichnng lehrt, wie man den Eadins r desjenigen 
Kreiaea m, welcher drei gegebene einander äusserlich lie- 
rCihrende Kreise M^, M^, M^ äusserlich beiTihvt, aus den Radien 
7^1, ifj, Ä, der letzteren Kreiac findet. 

[62] Für den Kreis J/, welcher die di'ci gegebenen Kreise 
einachliessend berührt, hat man auf ähnliche Weise, wenn man 
die ans dem Mittelpunkt M dcasolbcn auf die Ascn M^M.^, 
3[,M,, J/jJIf, geföllten Lothc MN„ MN„ J/JV, durch /'., l\, 
Pj bezeichnet, folgende Gleichungen (letzter Absatz von Kr. 24); 

II ^ R,' B ^ U,' E ^ B,' 



Die Summe dieser drei Gleichungen ist: 

^4.ü+^'=A.(2- + A + .-L_J__ 1 __L). 

fe, fti h, W<, ftj K B, 11^ üj 

Bemerkt man, dasa der erste Theil dieaev Gleichung nach 
dem oben erwähnten Satze gleich 1 ist, und setzt statt der 
Höhen h^, h^, Ii^ des Dreiecks M^M^M, ihre oben angegebeuen 
Werthe: so erhält man, nach gehöriger Keclnction, folgende 
Gleichung : 



l/:^L+A+A 



'^' R ~~ R, J?j ^3 ' "'' R^R^R, 
welche lehrt, wie man den Kadina R desjenigen Kreises 3f, 
welcher die drei gegebenen sich berührenden Kreise il/,, Jl/j, 
3/3 einschliesaend hei-flhrt, aus den Radien R^, i^j, R^ der 
letzteren Kreise findet.-") 
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Dnrcli Verbindung der Gleichungen (1) und (2) crh&lt man 
B. folgende Gleichungen: 



[■') 


r ~ E < M,B,R, 






m 


r R R, ^ R,_ ^ «3 


'^1 ,.« 


1 1 1 /;, + J?i -J- i^j 
" R: Ei le "*" Ä7i,ß. 



Geht einer der gegubeucn Kreise, z. B. der Kreis M^, in 
eine gerade Linie iiberj so iat R^ gleich co , und daher gehen 
die Gleichungen (1) und (2) in folgende liher: 

f^' -R-^^-x+^y^- 

[63] »Diese Gleiehnngeu lehren, wie der Radius (r oder E] 
eines Kreises (tn oder M]^ welcher zwei sich äusserlich be- 
rührende Kreise M,, M^ und eine gemeinschaftliehe Tangente 
berührt, ans den Radien der beiden letzteren Kreise gefunden 
wird. « 

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise M^,M^,M^ 
seien einander gleich, so dass Jü, = Ä^ = li^, so geben die 
Gleichungen [1] und (2) in folgende über: 

5 ■— = ' , oder )■ =^ ■^=--■■^1 , 

[G] -^- = -J'^-ü^-'l oder B= ^.. __.R 



1 folgt: 



'■.n = 



D-tvaW-: Klassite 
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66 Jacolj Steiner, 

Ist ferner 7Ü, gleich oo und H^ gleich /i*,. so folgt aus (1): 

— = — - oder - ' := 4 , 

welches mit (Sr. 26, c) tihereinstimmt. 

Um die Symmetrie zwischen den vier Grössen r, jfi', , It,, 
11.^, welche in der Gleichung (1) vorkommen, leichter (Iber- 
sejicn zu können, setzen wir 

1111 

so dass nach Gleichung (1): 

'/ = 7i + 'li + 'h + ~V'l^^i + ih^h + Vi'/:, ■ 
LIaraus folgt: 

('/ — '/, —•{■, — %? = M'l,'h + ?,?:! + <h'/-,]; 

oder nach gehöriger Kechnuug: 

(«) r + 'it + % + ll 

— ^{'I'l, + 't'h + 'l'h + 'Wh + 'h% + (li'h) = (>■ 

Setzt man ferner gleich Q, so findet man auf ähiilicJie 

Weise aus der Gleichung (2) die folgende: 

m 0' + r, +')l + '/i 

+ 2 [<)q, + Q.U + Qq, -<iy%- 'h 'i> - 'h '!■.:> = . ;'^i 

HO. 

Es lassen sich noch eine grosse Menge Betrachtungen an 
die obigen aLaelüieäseii. Wir wollen unter anderen noch fol- 
gende hiitznfligen : 

A. Sind drei heliebige Kreise M^M,, M^ (Fig. 37], dio 
einanilor paarweise genommen in den Punkten B, C, A be- 
rühren, und deren Mittelpunkte in einer geraden Linie liegen, 
der Grösse und Lage nach gegeben: [64] so kann, wie aus 
dem alten Satze (Nr. 24) folgt, derjenige Kreis ]i, welcher 
jene drei Kreise herthrt, leieht gefunden werden, wie folgt: 

?Man errichte aus den Mittelpnnkten M, Jf, die beiden 
geraden Linien MG und M^H senkrecht zu der Axe M^M^M. 
nehme jl/ö gleich AV gleich 2/.', M,n gleich ifC gleich 2R^. 
und ziehe die geraden Linien BG und All. so schneiden sich 
diese im Mittelpunkt [t des gcsncliten Kreises f». (Nr. 24, E). » •'■'] 
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B, Jeder von den beliebigen Kreisen //(, )/(,, m^ berülire 
die beiden gegebenen Kreiae M„ 31^; die geraden Linien MD, 




Fig. Ü7. 



iiiP, Tii^I\f '"jJ\ seien zti der Ase M^M^ sculireelit, und 
ebenso die gerade Linie ß, ß, welehe die gegebenen Kreise 
M^, M^ in B berührt; endlich sollen die Riidien der Kreise 
M, m, m„ in^ reapective dnich R, r, r, , r, bezeichnet werden. 
Da die Kreise M, m, m„ m^ die Linie der gleichen Po- 
tenzen BB, der beiden gegebenen Ivreise M,, M^ gemein- 
schaftlich zur Aelmliehkeit^inie hiibeii (Nr. 13), d.h., da die 
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Paralleleu ana den Mittelpunkten M, in, m„ m^ nach der Linie 
SB, sich wie die Radien der reapectiveii Kreise M, m, j»,, m^ 
verhalten, so liat man (wie Nr. 2i, B, ff): 



I B durch die Mittelpunkte s 



geraden Linien BmD, Bm,D„ Bm^D^, 
die geraden Linien MD^, PE^, P,F^, P^v, 


80 folgt ferner, weil 
ij parallel sind, daas: 


"> -l^'-'J' '\ 


F, _ 


'V-, . 


Ebenso iat: 






MN i'„ r, 




A"ä 


nnd mithin, wenn ÄlN gleich li. auch: 




(d) P. = r, P,>u=r,, 


T\-n 


, = r,. 


Ferner ist; 







Nimmt man an, daaa die Kreiae ;»,, m^ einander berühren, 
so ist m^F^ gleich 2r, (Nr. 24, E.), folglich ist in diesem Fall: 

(f) m,F^ = 2r,, E,E^ = 2r, D,D^ = 2h'. 

Zieht man aua B dnrch den Bertlhiungapunkt b der beiden Kreise 
)ij,, m, die gerade Linie Bbf^e^d^, so ist ferner (Nr. 24, E.): 

(g) ■mJ^ = UF^ = r^; E,e^ = e^E^ = r; D,d, = d^D^ = R. 
[65] Aus dem Vorliegenden folgt unter anderem Nach- 



a) Wenn der Quotient *) eines unbekannten Kreises jm, in 
Bezug auf die Axe M, M^ gegeben ist, so findet man nach (b) 
eine gerade Linie 5.EjD,, in welcher der Mittelpunkt des un- 
bekannten lireisea liegt. Ist nämlich der gegebene Quotient 
gleich 5|, 30 nehme man 3fD^ gleich 5,. 7? nnd ziehe die Linie 

*) Zur Abkürzung nehmen nir von nun an den Ausdruck: 
■ Quotient eines Kreises in Bezug auf eine gerade Linie-, in dem 
beschränkteren Sinne als »das aus liem Mittelpunkt des Kreises 
auf die geraäe Linie gef;lllte Loth. dividirt durch den Eiidius des 
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BD,, oder man nehme, wenn der Kreia ni gegeben ist, PE^ 
gleich q^.r und ziehe die hmi& DE,, ao liegt in dieser Linie 
[BE^D,] dor Mittelpunkt m, des geanchten Krciaea m^. 

ß) Nimmt man in der Linie Piii ii^end zwei Punkte 
i?,, -Ej so an, A3.ss E^E^ gleich 2 r ist, und zieht die geraden 
Linien BE^, BE^^ so liegen in diesen beiden Linien die Mittel- 
punkte m„ w^ä zweier bestimmten Kreise )»,, iWj, die sich und 
die beiden gegebenen Kreise Jl/,, Jtf, berühren, und zwar geht 
fg), die gerade Linie Be^ , wenn c, die Mitte der Linie E, E^ 
ist dnrcli den Bertthmngspunkt b jener beiden Kreise ik,, jij,. 
Ein Gleiches findet Statt, wenn man anstatt in der Linie Pm 
m der Linie MD zwei Punkt« mit passendem Abstände von 
einander annimmt. Hiemach ist leicht eine Reihe von Kreisen 
«ii , 1«,, Hij, Hi,, . . . zn beschreilien, welche einander der Ordnung 
nach bertihren, und von denen jeder die beiden gegebenen 
Kreise M^^ M^ berührt. 

C. Legt man in den Endpunkten des Durchmessers AB 
eines gegebenen Kreises M 
(Fig, 38) die Tangenten AD 
und 5(7 an den Kreis, zieht 
durch einen willkürlichen 
Peripheriepnnkt E die beiden 
geraden Linien AEG und 
BED, und legt in dem Punkt 
E die Tangente FEG an 
den Kreis, so ist das Drei- 
eck BEG bei E i^echtwinklig, 
und die Tangenten GB und 
OE sind einander gleich; 
folglich ist auch 

GE= GB= GG. 
Ebenso ist 

FA = FD . 
Das heisst: 

»Legt man an einen gegelienen Kreis M zwei parallele 
Tangenten AD und BC, die den Kreis in A und B berühren, 
zieht z. B. aus dem Berühningspunkt A eine beliebige gerade 
Linie AG, welche den Kreis in E schneidet, und legt in diesem 
Durchschnittspunkte eine Tangente FEG an den Kreis, so 
halbirt diese letztere Tangente die Tangeute BG in (?,« 
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Da fenicr die hciden rnp.litwinkligen Drckckc ABC Dud 
DAB ähnlich sind, so iat 

ADXBO = ABX^iB, 
üas heiaat : 

[66] >Lcgt matt iji den Endpunkten einoa Diirehmessera 
AB eines gegebenen Kreisea M zwei Tangenten an den Kreis 
nnd zieht anä denselben Punkten .(, B dnreh einen beliebigen 
Perlpheriepunkt E dea Kreises zwei gerade Linien AEO, BEB, 
so ist das Rechteck ans den Stücken KO, AD, welche ^e 
letzteren beiden Linien von jenen Tangenten abschneiden, 
gleich dem Qnadrate dea Durchmessers AB des Kreises.« 

Da aber, wie vorhin bemerkt worden, BG gleich GC und 
AF gleich FT) ist, so iat, wenn man den Radina des Kreisoa 
durch B bezeichnet, 

BG X ^1-^= \AB X ^^= 1{^, 
das beisst: 

»Ijcgt man au einen gegebenen Kreis M zwei parallele 
Tangenten BG, ^iii' und eine beliebige Tangente GEF, ao 
sehneidet die letztere von den beiden ersteren zwei Stücke 
BG, AF ab, deren Rechteck dem Quadrate des Halbmessers 
des Kreiaea gleich ist*).« 

'1 Bei einer anderen Gelegenheit werden wir zeigen, daes die 
hier (C.) vom Kreise bewiesenen bekannten Sätze auf analoge Weise 
bei jeder anderen Curve zweiten Grades Statt finden, sodasa fol- 
gende allgemeinere Sätze gelten: 

1) >Legt man zwei beliebige parallele Tangenten AD und BC 
an irgend eine gegebene Curve zweiten Grades, welche diese Curve 
in den Punkten A nnd B berühren, zieht z. B. ans dem Punkt A 
die gerade Linie AEO, welche die Curve in £ schneidet nnd die 
Tangente BC in begrenzt, und legt in dem Punkte H eine dritte 
Tangente GEF an die Curve, so halbirt diese letztere Tangente 
die Tangente BG in G.. 

Hieraus ergiebt sich also, wie leicht einzusehen ist, ein sehr 
einfaches Verfaliren, in einem gegebenen Punkte E an irgend eine 
Curve zweiten Grades die Tangente zu legen, wenn nur eine der 
beiden Axen derselben gegeben ist. Z. B. es sei (Fig. 41, S. 77) AB 
eine Axe irgend einer Curve zweiten Grades, und E sei irgend ein 
gegebener Peripheriepunkt, in welchem die Tangente an diese Curve 
gelegt werden soll, so errichte man im Endpunkte B die gerade 
Linie BÖ senkrecht zur Axe AB, ziehe die gerade Linie AE, 
welche Jenes Perpendikel in C trifft, nnd halhire den Abschnitt 
5C in Ö, BO ist die gerade Linie OE die gesuchte Tangente. 

3) >Legt man an irgend eine gegebene Curve zweiten Grades 
zwei beliebige parallele Tangenten BG. AF nnd eine dritte will- 
kürliche Tsngente GEF. so schneidet die' letztere von den beiden 
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1^67] D. E9 seieji die beiden Kreise J/, , ^f^ (Fig. 30), 
! einander in li berühren, gegeben. Ei« beliebiger Kreis m 




Fig. 39- 

ersteren zweiStückeSÖ und ^J*' ab, dere 
desjenigen Halbmessers der Cnrve gleicli i 
den ersteren Tangenten parallel ist.« 

Aus 1) folgt ferner: 

3) .Denkt man aicli beliebig viele Carven aweiten Grades, von 
denen ]ede zwei gegebene Parallelen A/} und BG in denselben 
Punkten A nnd IS Derlihrt, aieht aus A irgend eine Linie A C. 
nelclie die Cnryen respective in den Punkten E, A'j, E.^. . . . 
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berühre die gegebenen in den Punkten d, c «iid der Kreis M, 
dessen Mittelpunkt in der Axe Jlf, M^ liegt, boiUhre dieselben 
in den Punkten B, G, und endlich berühre die gerade Linie 
AB dioaelben in dem Pnnkte B. Ana dem Früheren folgt, 
daaa die drei geraden Linien Mm, Dd, Oe einander in einem 
bestimmten Punkte Ä achneiden, welcher in der Linie BA 
[als Linie der gleichen Potenzen der gegebenen Kreise M^, 
JW,) liegt, «nd welcher der äussere Achnlichkeifapnnkt der 
beiden Kreiae M, m ist (Nr. 8, Nr. 13). Ferner folgt, dass 
sowohl die Punkte D und d, als auch ö und c in Bezug auf 
den Aehnlichkeitspunkt A potenzhalfend sind (Nr, 21), sodass 
alao 

Ad X ^1^ = AcX Aü, 

und dass folglich die vier Punkte D, C, c, d in der Peri- 
pherie eines bestimmten Kreises ji liegen. 

Legt man au den Kreis jtf, in dem Punkte d die Tan- 
gente Od, ao halbirt diese Tangente AB in tr(C,); und aus 
gleichen Gründen geht die Tangenf« G'c, welche man im 
Punkte c an den Kreis M, legt, durch die Mitte G der Tan- 
gente AB. Da die beiden Tangenten Od und Gc zugleich 

Bchneidet und fegt m diesen Paukten fJ, E,. K,, . . . die Tangenten 
an dieCnryen so schneiden alle diese Tangenten einander in der 
Mitte G dtr Tangente BC Und umgekehrt: Legt man aus irgenil 
einem Punkte 6 der Tangente BC an jene Cnrven Tangenten, so 
liegen die Rerührnngapnnkte E .E, , E^. . . aller dieser Tangenten 
mit dem Punkt l znsimmen m einer geraden Linie,« 

Ans diesem featae ^ folgert man leicht den nach steh enden: 
4) -Denkt man sich instatt der Cnrve M {Fig, 38) irgend eine 
beliebige Fl tche zweiten Gr ides anstatt der Tangente B C eine 
Ebene, welche lene Fluche in h berührt, und anstatt des Pnnktes 
G irgend eine in der Ebene BC liegende gerade Linie, und zieht 
alsdann irgend eine gerade Linie GEH, welche die Linie G und 
den Darchmesser BA der Flache schneidet and zugleich die Fläche 
in E berührt ao ist dei Ort des Berührungspunktes E eine ebene 
Cnrve (aweiten Gridesi und die Ebene {JHÄ] dieser Cnrve geht 
durch den Funkt A und schneidet die Ebene BC in einer be- 
stimmten geraden Linie C welche mit der Linie paralle! ist, 
nnd welche doppelt so weit von dem Pnnkte B entfernt ist als die 
Linie G.« U, s. w. 

Wir bemerken nur noch, dass man auf dieselbe einfache Weise 
in irgend einem gegebenen Punkte E an irgend eine beliebige 
Fläche zweiten Grades eine BerUhrnngBebcne legen kann, sobald 
irgend zwei von den drei Axen der Fläche gegeben sind, wie wir 
solches lilr den analogen Fall bei Curven zweiten Grades soeben 
gezeigt haben.''*) 
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den Kreis «i berühren, ao steht die gerade Linie Gm auf der 
Sehne de senkrecht und halbirt sie, und da die Kreise m und 
[i diese Sehne gemein haben, so liegen die drei Punkte G, 
m, [j. in einer geraden Linie. 

Zieht man ferner noch die geraden Linien BmN und 
M'^N, 30 folgt, da BG gleieh üÄ, die beiden Linien M\i. 
und BÄ parallel sind, und die drei Linien BN, üjj., AM 
einander in einem und demselben Punkte m sehneiden, dasa 

ist. 

Bemerkt man, dass, wenn R, r die Radien der Kreise 
M, m bezeiehnen, und mP mit NM parallel, mithin senk- 
recht zu der Ase 3/,J/j ist, daaa dann (B, b): 
NM mP 

[68] so ist 

NM = q.n, 

und folglich 

3/|i = {MN=\q.R. 
Hiernach kann also die folgende Aufgabe sehr leicht ge- 
löst werden. 

Aufgabe. 

sEinen Kreis m zu beschreiben, welcher zwei gegebene 
einander in B berührende Kreise M, , M^ berührt, und deaaen 
Quotient in Bezug auf die Axe M, M^ (d. h. das Vcrhältnias 
des aus seinem Mittelpunkte tu auf die Axe M,M^ gefällten 
Lothes mP zu seinem Radiua] gegeben ist.' 

Auflo 

Man er- 
richte aus der Mitte M der Linie OD die zu der A\e 
M^M^GD senkrechte Linie M\>.^, nehme Mx gleich \q MB 
gleich ^q . li, und ziehe hierauf um den Punkt ji den Kreis 
]i, welcher durch die Punkte D, geht so schneidet dei 
selbe die gegebenen Kreise J/, , M, ausserdem noch in den 
jenigen beiden Punkten e, d, in welchen sie von dem ge 
suchten Kreise in berührt werden sodiss ilso die geiidin 
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Linien 31^(1 und 31, e eiuajider im Mittelpunkte m des go- 
suohten Kreises schneidoii. 

Ferner ergiebt sich ans dem Obigen ein sehr einfaelies Ver- 
fahren, eine Reihe von Kreisen m, m^, m^, . . . zn beschreiben, 
von denen jeder die beiden gegebenen Kreise J/, , J/, berlihrt, 
nnd welche einander der Ordnung nach berühren. Denn da von 
den Quotienten q, q,, q^, . . . , welche dieser Reihe von Kreisen 
in Bezng auf die Axe M^M^ respective zngehören, jeder fol- 
gende um zwei grösser ist als der vorhergehen de (Nr. 24, c), 
so stehen die Mittelpunkte fx, y.,, ;ij, . . . der Kreise (x, [t^ , 
[ij, . . . um den Radius 3(1) gleich 7? von einander ab, weil 
z. B. 

J/^ = ^q . L' und M',i, = f/, ,R=\ ■'! + 2) . i?, 
mithin 

sUm also die genannte Reihe von Kreisen zu construiren, 
nehme man die Punltte [i, [t, , [ij , . . so an, dass 

HIJ-, = u, ;ij = - ■ - = J? = 3ID, 
und ziehe um diese Punkte die Kreise lo., jj.^ , jJ-j, . ■ ., von 
denen jeder durch die beiden Punkte 0, l) geht, so schneidet 
der erste dieser Kreise die gegebenen Kreise JW, , M^ in den 
Punkten c, d, in welchen dieselben von dem Kreise m be- 
rührt werden; der zweite Kreis \i., schneidet die gegebenen 
[69] in den Punkten o^, d^, in welchen dieselben von dem 
zweiten Kreise m, der genannten Reihe von Kreisen berühit 
werden; u. s. w. « 

E. Legt man in dem Punkte D die Tangente UF an den 
Kreis 31^, so ist leicht einzusehen, dass die Mittelpunkte 3f^, 
II der beiden Kreise 31^, [i, welche einander in den Punkten 
I), d schneiden, mit dem Punkt F, in welchem die in den 
Punkten ü, d an den Kreis M^ gelegten Tangenten DF, dF 
einander schneiden, in einer geraden Linie M^\lF liegen. 
Eben so liegen die drei Punkte M^, \i^ , F,, sowie anch M^, 
[ij, F^, n. s. w., in geraden Linien M^\>.,F,, Jf^jiji'',, . . ., 
wenn nämlich der Kreis )>., den Kreis M^ in demselben Punkte 
d^ schneidet, in welchem derselbe von der Tangente F, d, be- 
rtlhrt wird; u. s. w. Legt man ferner in den Punkten G nnd 
c, c,, Cj, . - ., in welchen der Kreis M^ von den Kreisen ja, 
t»ii \H) ■ ■ ■ geschnitten wird, die Tangenten GF, cE, i',E, , 
CjE,, . . . an den Kreis 31^, so liegen aus gleichen Gründen 
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sowohl die drei Punkte M,, E, -x, als auch M^, ]<\, ij, 
u. s. w, in geraclcn Linien. 

Nun sind die Abstände der Mittelpunkte [j., [i, , [t,, . . ., wenn 
sie sich auf eine Ecihe an einander sich aiisehlicaaendcr Kreise 
ni, )«!, »»j, , . . beziehen, einander gleich (D.), d. h., es iät 

demnach ist aucb, da die T-Inicii M\i., T)F und GE parallel 
sind, 

(a) EE^ ^ E,E, = E.E, = - ■ ■ 



(h) Fl'\ =yj<\ = F^B\ = ■ • -. 

Und ferner ist 

Bl,_M:M.J}= ^,;i, : FF,, 
oder wenn man die Kadlcii der Kreise jV, , M_^ durch fi, , B^ 
bezeichnet und bemerkt, dass 

J/j D = K, Jf, M = ß, und ;j, -i^ = /,' = ,1/ n =. li^ ~ h\ , 
so hat man 

B, : i?3 = B, — n, : FF, , 
und folglicli 

Aus ahnliehen Gründen ist 

(d) ^^'"" i l^j — -^ 

Der hmn de Sitze [a f r d in Weiten 1 isgf api pI 1 



»Beachieibt min e le Reihe ^on KiLLsen t j«, ni^ von 

denen jeder zwei gegelene einandei m B bertihiende Kieiai 
j¥| , Jtf, berühit und [70] weicht emandei dei Ordnung nach 
berühren und legt mau m den Punkten l d d, m 

welchen dieaelbtu den Kreta ¥j bei-uhien Tanaienten It 
d^F^, d^F^ in den letzteien so seimeiden diese Tan 

genten, die in dem Endpunkte D des Dnrchmeaseis BD an 
denselben Kiei"» M^ gelegte Tangente T>F so daas die Ab 
schnitte FF,, F,F^, F^B^, , . . alle emandei gleich sind, und 

zwar ein jeder gleich der bestimmten GriSsse -j^ [R^ — Tüj. 
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Und ebenso tlieilen die in den Punkten e, c,, c^, . . . an 
den Kroia M, gelegton Tangenten cE, o^E^, c^E^, ... die in 
dem Punkte C an denselben Kreis gelegte Tangente CE in 
Stücke EE, , E,E^, E^E,, . . . von denen jedes der bestimmten 

Grösse p' (Äj — ßj gleich ist, und wobei c, c,, ßj, . . . die 

lieriihrun gapunkte der Kreise m, in^, m^, . . . mit dem Kreise 
Jlfi sind.»: 

Ans dem Vorliegenden ergiebt sich ferner ein Vcrfaliren, 
die genannte Reihe an einander sich anschliessender Ki'eise 
m, wi, , wij, . . . zH conatruiren. Denn nimmt man in der 
Tangente DE die Punkte F, E^, F^, . . . so an, dass 

FF, = F,F^ = . . - = ^,i?. — i?J, 

und zieht um dieselben respoctive mit den Eadien FI), F^ I), 
F^_D, ... die Kreise F, F,, F^, , welche den gegebenen 
Kreis JW, zum zweiten Mal in den Punkten rf, */, , d^, . . . 
schneiden, ao sind diese Punkte diejenigen, in Mielchen der 
Kreis M^ von den gesuchten Kreisen m, m^, m^, . . . berührt 
wird. U. s. w. 

Da, wie oben gezeigt worden, M^\i.F and M^^,F, gerade 
Linien sind, so folgt ferner, dass 

nF:DF, = üfij. : J/ji, , 
oder, da ;d.) M^i. gleich \q . MD und Ifjj., gleich Iq, .MI), 
ao ist 

(e) ''^ = ''■■ 

F. Legt man in den Endpunkten des Durchmessers AB 
eines gegebenen Kreises M (Fig. 40] die Tangenten AD, BC 
an den Kreis, und ferner aus einem beliebigen Punkte G der 
Tangente BC eine dritte Tangente GE, , welche den Kreis 
in E^ berührt, zieht aus demselben Punkte G eine beliebige 
Sccante GE.E, welche den Kreis in den Punkten E,, E 
schneidet, und legt endlich in den letzteren Punkten E^, E 
die Tangenten HE^F^, CEF an den Kreis, so folgt, dass die 
letzteren beiden Tangenten einander in dem Punkte N auf der 
Linie BF, schneiden [Nr, 5). Geht femer durch den Punkt 
jV die Linie ONP parallel mit AD und BC, so sind die 
Dreiecke BHE, und ONE, einander ähnlich, und da die 
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Seiten HB und IIE^ als Tangenten [71] des Kreises einander 
gleich sind, so ist auch 

NE^ = NO. 

Ebenso folgt aus der Aehnliehkeit der Dreiecke BGE und 
FNE und aus der Gleichheit der Seiten BC und CE, dass 
auch 

NE=^ NF; 
folglich, da NE und NE^ als Tangeuten des Kreises ein- 
ander gleich sind, ist auch 



Wenn aber NO gleich NF ist, so folgt, da die Linien 
OF und Aü parallel sind, wenn man die geraden Linien 




BED, BE,J),, BEJ)^ zieht, welche die Tangeute AJJ in 
den Punkten D, !>,, IJ^ schneiden, dass auch 

(a) DT\ =■ l\l\. 
Und da nach (C.) 

A F = FD, AF, == F, D^ und AF, = F^ D^ 
ist, so folgt ferner, dass 

(b) FF, = FJ<;. 

Aus diesen beiden Sätzen {a,b) .-■rgeben sif,h unmittelbar folgende : 
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(c) 2ÄJJ, = Al>-{- Ah.,, 

(d) -iAF^ = ÄF+ AF^. 

Diese vier Sätze (a, b, c, d), in Worten ausgesprochen, 
lauten wie folgt: 

»Legt man zwei parallele Taugenten BC, AB an einen 
gegebenen Kreis M, nimmt in dei' ersten einen beliebigen 
Punkt Q an, legt ans demselben die Tangente GE^ B\ , welche 
den Kreia in E^ berührt, und zieht ans dem nämlichen Punkte 
ö eine willkfirliche Secante GE^E, welche den ICieis in den 
Punkten E^, E schneidet; zieht ferner ans dem Berührungs- 
punkte B die geraden Lmien B ED, BE^D^^ BE^I\, welche 
die Tangente AD in den Punkten }), D,, D^_ schneiden,* so 
befindet s'ch inune der I unkt D in der Mitte zwischen den 
beiden Punkten I) und !) w e a ch immeih n die Secante 
r^E von dem P nkte ( a s ih e RcMing Indern mig 
l nd legt man fe ne n den Pi nkten !■ E ie Tangei tei 
I F E F^ an den Kr s so lie^t benfalls lei Punkt F stets 
n de M tte zw sehe len 1 mkten F und F welcle Lag 
de dircli den angenommenen Pinkt gehende Secante ( F^E 
in h haben mag Daiau folgt l s s v hl he Sunme de 
beiden Ab ic hu tte ]1) und ID al an 1 de Summe du 
beiden Abschnitte iF und IF on^tant Webt so lange le 
Secante /"^E du ch lenselte 1 kt g ht son t 1 e 1 
Richting helel g anle f*) 

* An e nera anderen Drte werden v r acl ve sen dass ^11 
d eae L gens atten n cht lern Ere se alle n sondern a cb de 
übe gen Kege sc n tten zuk mmen daaa n<iml ch tolgen te al gc 
me nere hat^e Statt finden Zur Erle hteruna; und m do 1 nr 
Stellung au H Ife an kommen fasse mau F g 4 ns Ange denke 
aber anstatt Ics Kre sea M irgend e ne C irvo 7we ten C ra 
des on vel her 47 e n be b "er Durchmesser st 

Legt man n len Endpunkten e hob beliebigen DurehmesBers 
l rgeni euer l nrve zneten Grades zwei langeuteu LC n d 
I terner aus e nem n der ersten Tingente BO w HL irl ch 
angenommenen Punkte e ne dr tte rangente C F F welche d e 
Lu ve -a F be ih t und d lan^ente ID v F sehne let z eht 
US dem n m chen Punkte J e ne w llkurl ehe Secante L F }■ 
welche let. rve in den P nkten F E sehne det z eht lerner 
JUS den iteruhrungs; nnkte B der ersten langen e BC &.& ^e 
raden Lin en BE BF. BB welche d e zwe te langente 1/ n 
d n Punkten / / u sehne den s 1 et,t m ne de Punkt / n 
1er M tt aw 8 ) Bu den Punkten J und / welcl e Lage auch d e 
be Jnte J^ F ron wel 1 er d e Punkt / und i al h ng g s nd 
1 aben mag Und legt nan ferner n len P nkten F F eine v orte 
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[72] Es ist noch zu bemerken, daas die obigen beiden 
.tze (e, d) immer Statt finden, seibat wenn der eine Dureh- 



und fÜTifte Tangente EF und B^F^ an die Carvc, welche die 
zweite Tangente AI) in den Punkten F. F, schneiden, so ist der 
Panlct F, stets in der Mitte zwischen den beiden Punkten F nnd 
F^, welche Lage die ans dem bestimmten Pnnkt G gezogene Se- 
cAote GF^E anch haben mag. Daher folgt ferner: dass sowohl die 
Summe der beiden Abechnitte ^fl und ÄD«, als auch die Summe 
der beiden Abschnitte AF und ÄF.,, eonstant bleibt, so lange die 
Socante GE^B durch den nämlichen Punkt G gehl.«*^. 

Da nicht nur die Linie AT), sondern auch jede andere Linie 
(wie B. B. OPj, welche mit der Tangente B parallel ist, von den 
drei Linien BE, BE,, BE^ so geschnitten wird, dasa, wenn '/, rf,, 
iU die respectiven Durchschnittsp unkte sind, rfi?, gleich d^d^ ist, so 
lassen sich mit Hülfe dieser Eigenschaft und eines Satzes Über die 
Projeetion einer ebenen Cur™, die in einer FJäehe zweiten Grades 
liegt, welchen wir in einer früheren Abhandlung (Gesamm. Werke 
Bd, 1, S. 9} unter V mitgetheilt haben, leicht folgende interessante 
allgemeine Sätze über die Flächen zweiten Grades ableiten: 

Zum leichteren Veratiindniss denke man sich anstatt der f'iirve 
M (Fig. 40) irgend eine Flache zweiten Grades; anstatt der Tan- 
genten BQ, AT), zwei Ebenen, welche die Fläche in den End- 
punkten eiues beliebigen Durchmessers JI? berühren nnd demnach 
zu einander parallel sind; anstatt der willkürlichen dritten Tan- 
genten GEy eine willkürliche Ebene, welclie die Fläche in dem 
Punkte -?.', berührt, und die Ebene BG in einer bestimmten ge- 
raden Linie G schneidet; anstatt der Seeante GE^E eine Ebene, 
welche durch die Linie G geht und die Flüche in einer Curve EE^ 
schneidet; anstatt der Tangenten NE, NE^ alle müglichen Tan- 
genten aus dem Punkte A' an die Flache M, d. h. denjenigen Kegel 
N, welcher die Fläche in der Curve EE„ berührt; und endlich an- 
statt der geraden Linien BE, BE., alle müglichen Linien aus li 
durch die Peripherie der Curve EE^, d. h. einen Kegel, dessen 
Scheitel B ist, und welcher durch die Curve EE, geht und die 
Ebene AJ) in einer bestimmten Curve />A schneidet, so lassen 
sich die gedachten Satze, wie folgt, aussprechen: 

>Legt man irgend zwei parallele Ueriihrungsobenen BG, AI) 
und eine dritte beliebige Berührnngs ebene GE, an irgend eine ge- 
gegebene Fläche M zweiten Grades, weiche die letztere respecHve 
in den Punkten B, A und E, berühren; femer durch die Dureh- 
schnittslinie G der ersten (BQ] und der dritten Berühr ungaebene 
{GEj) eine willkürliche Ebene GE.,E, welche die Fläche in einer 
gewissen Curve EE^ schneidet; lUsst ferner aus dem Berührungs- 
punkte B (als Scheitel) durch die Curve EE^ einen Kegel gehen, 
welcher die Ebene AD in einer bestimmten Onrve BD„ sclineidet; 
und iässt endlich durch die beiden Berührungspunkte B, E, die 
gerade Linie BE^T)^ gehen, welche die Ebene J./^ in dem Punkte 
/', trifft, so ist immer der Punkt i>, der Mittelpunkt der 
genannten Curve DD.,. Noch mehr: Lässt man in der Vorstel- 
lung die Etiene GE.E ihre Lage so verändern, dass sie sieh um 
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Schnittspunkt E der Secante GE^E in den anderen Hallikreia, 
unterhalb des Durohmessers Aß fällt; nur sind in diesem 
Falle die betreffenden Abschnitte AD und AF negativ zu 
nehmen, so dass man hat 

(y) 2ÄD, = AD,_ —,-}/>,■'") 

(g) 2ÄF^ = AF^~ AF. 

G. Aus dem Vorhergehenden (E) und (Fi kann unmittel- 
bar noch Folgendes abgeleitet werden. 

Angenommen, die beiden gegebeneu einander in B berüh- 
renden Kreise M, , M^ (Fig. 42) werden von irgend zwei be- 




liebigen Kreisen m, m^ berührt, [73] und die Linie BO be- 
rühre die gegebenen Kreise in B, d, h. , sei ihre Linie der 

die gerade Linie ( bewegt so sind die verBckiedenen Curven T> D 
welche dadurch m der Lbene 1 U nach eiaander entstehen alle 
einander ähnlich ihnhchliegend und concentnseh namlich D ist 
ihr gemeinschaftlicher Mittelpunkt Anch bewegt steh ditti wie 
bekannt ist der Scheitel ^ des Kegel« \ weither die lUche V 
m der Ciirve FF berUhrt in der nuTtrindirl eben geraden I inie 
Bt S le ner folgt unuiittelbar dias ilao nicht ^lle ii die Ebene 
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g;leichen Potenzen, so liegt, wie oben schon öft«r erwähnt, der 
äiissore Aehnliehkcitspunkt (l der Kreise m, m^ in der ge- 
nannten Linie BCj^ und es liegen die Punlite .B, Ej, in 
welchen der Ki-eis M^ die Kreise j», m^ berührt, mit dem 
Aehnliehkeitsp unkte in gerader Linie GE^K Nimmt man 
ferner an, der Kreis »i, bcrtihre die gegebenen Ki'oisc so. 
da3s z. B. die Tangente F^ E, 'i, welche er im Berührungs- 
punkte E^ mit dem Kreiwe J/j gemein hat, ebenfalls dnreh 
dfn genannten Punkt Cr geht; ferner möge die gerade Linie 
AF den Kreia M^ im Endpunkte -1 des Dnrehmeaseis BA 
nnd die geraden Linien EF, E^F^ denselben in den genannten 
Punkten E, E^ berühren; und endlich seien die (Quotienten 
der Kreise m, m,, m, in Bezug auf die Axe M,M^, d. h. 
die aus den Mittelpunkten m, m,, iii^ auf die Axe M,3!^ 
gefällten Lothe, dividirt diu-ch die Radien [74] der respec- 
tiven Kreise n/, ji',, m^, durch '/, 7,, 'j^ hezeichnet: ao ist 
nach (E, ei 

-t^' ^ '^ und -^^^ =^i, 

AF, q, AF, q, 



Berücksichtigt man aher (F, d), wonach der 
dieser Gleichung gleich 2 iat, ao folgt dass 



Al>, sondern auch jede andere Ebene, welche mit der Ebene HO 
parallel ist, die genannten Kegel, aus dem Punkte B durch die 
nach einander entstehenden Curven EE^, in ähnlichen unil übn- 
lichliegenden concentrischen Cnrven schneidet, nnd daas immer die 
gerade Linie BJ^, durch den gemeinsamen Mittelpunkt dieser Cur- 
ven geht.« Ferner kann man noch folgenden besonderen Satz 
heranaheben: 

"Projicirt man ana irgend einem Punkte B in irgend'einer ge- 
gebenen Fläclie M zweiten Grades eine beliebige ebene Curve BE.,. 
welche in derselben Flüche liegt, auf eine Ebene (a. B. DD^). welche 
mit der in dem Punkte B an die Fläche gelegten Berührnngsebeoe 
BO parallel ist. so geht immer diejenige Linie BN, welche den 
genannten Punkt B mit dem Scheitel desjenigen Kegels N ver- 
bindet, welcher die FlUeho in der genannten Curve EE^ berührt, 
durch den Mittelpunkt der Projection {d. h. dnrch den Mittelpunkt 
der dnrch die Projection entstandenen Curve!.' 
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Der Sinn dieser Gleichung oder dieses Satzes ist fol- 
gender; 

>Nimmt man in der Linie der gleichen Potenzen BG 
zweier gegebenen Kreise M^ , M^ , welche einander in B be- 
rllhren, einen beliebigen Punkt tr an, zieht ans diesem Punkte 
eine willkürliche Linie Qm^m, und besehreibt diejenigen bei- 
den Kreise m, m^ , deren Mittelpunkte in dieser Linie liegen, 
und von denen jeder die beiden gegebenen Kreise berührt, so 
ist die Summe der Quotienten (j, 3,) der beiden Kreise in, 
m^ in Bezug auf die Ase Jtf, M^ eonstant, so lange die Linie 
Gm^m durch denselben Punkt G geht, wie sie auch tibrigens 
ihre Lage ändern mag. Und zwar ist die genannte Summe 
der Quotienten gleich dem doppelten Quotienten 2q, desjenigen 
Kreises ra, , welcher z. B. den Kreis M^ in demselben Punkte 
FJ^ berührt, in welchem dieser nämliche Kreis von der aus 
dem angenommenen Punkte G an ihn gelegten Tangente G E, 
berührt wird.« 

Es ist noch zu erinnera, dass, wenn der Kreis m unter- 
halb der Axe BM,M^A fällt, alsdann sein Quotient als nega- 
tiv anzusehen ist, sodass für diesen Fall 

25, = 9i — !(■ 
Endlich erwähnen wir noch des besonderen Falles, wenn 
die genannte Linie aus dem Punkte G durch die Mitte M 
der Linie CA geht. Nämlich in diesem Falle liegen in der 
I^inie Gm^M die Mittelpunkte M, m^ zweier Kreise M, wi, , 
welche die gegebenen Kreise berühren, und deren Quotienten 
in Bezug auf die Axe M,M^ respective 0, 2 7, sind, sodass 
also der Quotient des Kreises w, gerade doppelt so gross ist 
als der des Kreises m . 



In dem Vorhergehenden sind unter anderen auch die Mittel 
zur leichten Losung der folgenden Aufgabe enthalten. 

[75] Aufgabe. 

'■Wenn zwei beliebige Kreise ü/, , M^ (Fig. 43), die ein- 
ander in B berühren, und irgend ein beliebiger Durchmesser 
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eines dieser beiden Kreise, z. B. der DurcLmesser DE des 

Kreises ü/j gegeben sind, so soSl man einen Ki'eis )/*, be- 

sebieibcn , welcher die beiden gegebenen Kreise M^ , M^ 




iig, 43. 

berührt niul dessen Quotient in IJezng auf den gegebenen 
Durchmesser DK (d, h., das ans dem Mittelpunkte «', auf den 
Durchmeaser DK gefällte Loth ui ^ I\ , dividirt dureh den 
Kadins des Kreises m,) gegeben ist.* 

Auflösung, 
Der Quotient des gegebenen Kreises M, in Bezug auf 
den gegebenen Durchmesser l)K ist als gegeben zu betraehten, 
er sei gleich Q; fenier sei der gegebene Quotient des ge- 
suchten Kreises m^ gleich q, so ist nach Nr. 27, Gl. (6) 

wo nämlich x anzeigt, die wievielte Stelle der Kreis in, nnter 
den Kreisen, welche die gegebenen Kreise berühren, naeh dem- 
jenigen Kreise m, dessen Mittelpunkt m in dem gegebenen 
Dnrehmesser DK liegt, einnimmt, d. li-, wo der Quotient des 
Kreises )», in Bezug auf die Ase M^ll^ iim 2x gi'össer ist 
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ala der Quotient desjenigen Kreises m, welcher die beiden 
gegebenen Ki'cise M„ M^ beriihrt, nnd dessen Mittelpunkt in 
dem gegebenen Durchmesser DE liegt, in Bezug auf die näm- 
liche Axc 3I^M^. Man findet aus dieser Gleichung 



Q -r 






Ist mm u^ der Mittelpunkt desjenigen Ki'eises ji, welcher 
durch die viei- Punkte A, G, I), d geht, d. h., welcher durch die 
beiden Punkte ,1, geht, in welchen die Axe M, M^ die Kreise 
J/j, M, schneidet, nnd durch die beiden Punkte I), d, in welchen 
der genannte Kreis m die gegebenen Kreise M^, M, berühi't; 
uod ist ferner ;i, der Mittelpunkt desjenigen Kreises ij.,, welcher 
durch die nämlichen beiden Punkte ^1, G und durch diejen^en 
beiden Punkte D^, d^ geht, in welchen der gesuchte Kreis m, 
die beiden gegebenen Kreise M^, M^ berührt, so ist nach 
Nr. 30, D. 

sMan beschreibe daher zuerst einen Kreis ji, welcher durch 
die di-ei gegebenen Punkte A, C und I) geht, nehme hierauf 
in der zu der Axe M^M^_ senkrechten Linie Jl/[i]ii den Punkt 
ti, so an, dass 

und ziehe um diesen Punkt einen Kreis ]x,, welcher durch die 
Punkte A, O geht, so schneidet dieser Kreis [i, die beiden 
gegebenen Kreise JV/, , M^ ausserdem noch in den beiden 
Punkten (i, , D^, in welchen dieselben von dem gesuchten 
Kreise m^ berührt werden.« 

Zum Schiusa ist zu bemerken, dass alle die vorliegenden 
Betrachtungen und Sälao (Nr. 30, 31] auf gleiche Weise Statt 
finden, wenn man anstatt der denselben zu Grunde liegenden, 
einander innerUeh berflhrenden Kreise M^, M^ zwei einander 
ausserlich berührende Kreise annimmt. 

Berlin, im März 1826. 
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1) Zu S. S. Diese nnn zum dritteu Maie abgedruclste 
Abhandlnng Stnncr's ist znerst im Journal für reine unÜ an- 
gewandte Matliematik Bd. 1 8. Ifil— 184 und S. 252—288 
erachieneu und gehört zn den ersten Beiträgen der grossen 
Matliematikei" jIM, JaroMunA Strinri^ aufweiche als Mitarbeiter 
vor allem Grelle rechnete, als er sein Journal begiöndete in 
jenem in der Geschichte der deutsehen Mathematik denk- 
würdigen Jahre 182R. — Die im Teste angegebenen Seiten- 
zahlen beziehen sich auf den zweiten Abdruck im ersten Bande 
(S. 17 — 76) der Gesammelten Werke Striwr^a, welche im Auf- 
trage der Akademie der Wissenschaften zn Berlin in zwei Bänden 
1881 und 1882 herausgegeben wurden. 

2) Zu S. 4. Die Stmm-'sahe Anmerkung weist anf eine 
Besprechung des berühmten Bnehos von Poncclpt hin, das 
1822 in erster und 1865, 1866 in zweiter Auflage er- 
schienen ist. 

3) Zu S. li. Dieser »Band von 25 bis 30 Bogen« ist 
nieht erschienen; auch im Nachlasse von Skimr hat sich kein 
Mannscript gefunden. Vergl. die Voirede von W. Fiedler zu 
seiner Schrift: »Cyklographie oder Construction der Aufgaben 
über Kreise und Kugehi und elementare Geometrie der Kreis- 
und Kngelsysteme * (Leipzig, 1882). 

4) Zu ß. 7. Der Zusammenhang der »Potenz eines Puuktea 
in Bezug anf einen Kreis* und der »Potenz einer HyperbeU 
ist unklar und fraglich; »Potenzu (Suva^i;) wurde ja bis zum 
Ende des 17. Jahrhunderts nur für die zweite Potenz gebraucht, 
nnd mit einer solchen hat man es hier zu thun. 

5) Zit S. 7. Sleüier'a Abhandlnng ist vor Mühius' bary- 
centrischem Calcfll (Leipzig, 1827; Gesammelte Werke von 
MObius Bd. 1) eraehienen, in welehem das Prineip der Vor- 
zeichen eingeführt worden ist. Jetzt wird die Potenz eines 
inneren Punktes negativ genommen und ist MO'' — /?"• 
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Ist 5 = 3:'+?/* + 2ax + 26?, -\- r = die Gleichung 
eines Kreises, so ist S die Potenz des Punkteä [zy] und 
negativ, wenn er innerhalb liegt. 

6) Zu S. il. Gegenwärtig werden die kürzeren Nameu: 
Potenzlinie, Potenzpuukt oder Potenzcentrum (Radicalase, 
ßadiealcentrum) gebraucht. 

Wegen der unendlich fernen (imaginären) Punkte, welche 
allen Kreisen einer Ebene gemeinsam sind, subsnmirt sieh der 
Satz llber den Convergenzpunkt der Potenzlinien unter den 
allgemeinen Satz: Wenn drei Kegelschnitte zwei Punkte ge- 
meinsam haben, so laufen die drei Geraden, welche die 
weiteren je zweien gemeinsamen Punkte verbinden, in einen 
Punkt zusammen. 

7) /?( S. 10. Für zwei sieh rechtwinklig schneidende 
Kreise M, P, deren Mittelpunkte M, P und deren Radien H, r 
sind, gilt: 

MP^ = li^ + y* . 

Auch wenn einer der Mittelpunkte, z. li, M, innerhalb des 
anderen Kreises P liegt, lässt man ihn jetzt Mittelpunkt eines 
Kreises mit rein imaginärem Radius: 



Ä = ? ■ Vr^ — MP^ , 

dieser Beziehung entsprechend, sein, der den andern Kreis 
rechtwinklig schneidet. Und liegt der Mittelpunkt M auf dem 
Kreise P, so liegt ein Kreis mit dem Radius 0, ein »Punkt- 
oder Nullkreis«, vor. 

Die Potenz des Mittelpunktes eines jeden von zwei sich 
reelitwinklig schneidenden Kreisen in Bezug auf den andeni 
ist das Quadrat seines Radius, anoh wenn einer der Kreise 
imaginär ist. Beide können nicht imaginär sein, so lange die 
Mittelpunkte reell sind. 

8) Zu S. 12. Nach dem heutigen Sprachgebrauche ist das 
Woii >Schaar* nicht richtig, es muss »BttseheU heiasen. 

9) Zu- S. 13. Bewiesen ist, meines Erachtens, diese Be- 
hauptung von Skiner nicht. 

Wenn einer von den Kreisen P, , Pj , ... die Potenz- 
linie M^M^ in Ä, B schneidet, so thnn es alle in diesen 
Punkten; denn diese beiden Punkte der Potenzlinie haben in 
Bezug auf jenon Ki-eis die Potenz 0, also in Bezug auf alle 
Kreise P. 
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Für die beiden sich reditwiuklig sclineidüiidci 
nüd Pj der Figur gilt: 



wo /i^i dur Radius von M^ ist; also ist: 

P, a* + 31, G^ = ß? + r, G' + A G^ ; 
daher : 

,¥,ff>ß. ; 

der Kreis M^ schneidet die Potenzlinie P, P^ nicht [oder wie 
man heute sagt: imaginär). Folglich schneiden auch keine 
zwei von den Kreisen M,, M,, M^, ... einander, denn ein 
solcher Schnittpnnkt mfisste auf der Potenzlinie P, P, liegen. 
Die Punkte A, B, welche anf allen Kreisen P, , P,, . . . liegen, 
sind Punktkreise des Büschels der Kreise M, , M^, . . . 

Der Schnittpunkt G der beiden Potenzlinien hat in Bezug 
auf die beiden Büschel entgegengesetzt gleiche Potenz ; ffir 
die Kreise M,, JW,, . . ., für welche er ein äusserer Pnnkt 
ist, die positive Potenz GÄ' = GB^, fflr die Kreise P,, P^, ..., 
für welche er ein innerer Punkt ist, die negative Potenz 
QÄ-GB. 

10) Zn S. l(i. Jetzt sehreibt man: 

MA U " MI li 



11) 7ai S. 17. Steiner ei-wähnt den Fall sich schneidender 
Kreise nicht, wo der äussere Aehnlichkeitspunkt auch ausser- 
halb liegt und die noch vorhandenen äusseren gemeiusamen 
Tangenten durch ihn gehen. 

12) Zu S. 17, Der etwas ausführlichere Beweis ist fol- 
gender: 

Man ziehe durch Jlf , , M^, M^ die drei Parallelen -M,JV,, 
M^N,, MjN.^ bis zur Geraden A^A^, so ist: 

Jf.JV, _ R^ M,N, _ R, . 

also: 

M,N^ ~ P, ' 
woraus folgt, dasä A^A, durch A, geht. Werden aber jene 
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Parallelen bis zu Ä^J^ eezoffeu, so wird; " - ' . ' := — ~ und 
ilaher - ' ^ = — ~; d. h. A^ I^ geht dureh /, . 

Vei^l. SimKn-\ »Geometrische Conatructionen vermittelst 
der geraden Linie und Eines festen Kreises« aus dem Jahre 
1833 [Gesammelte Werke Bd. 1 S. 461; Heft 60 dieser Samm- 
Inng); in dieser Schrift behandelt titniter die Leiii'e von der 
Aehniiehkeit und der Potenz bei den Kreisen in § 12 — 11 
nochmals, aber anch noch ohne das Priucip der Vorzeichen. 

13) Zw S. 33. Der absolute Wertli der gemeinsamen Potenz 
in Bezug auf einen Äehnlichkeitspunkt ist die Wurzel aus 
dem Pi-oduot der Potenzen desselben in Bezug auf die beiden 
Kreise. 

Nach dem Princip der Voi-zeichen ist, bei aus einander 
liegenden Kreisen M,, M^, die gemeius;ime Potenz /^ .4 ■ i, 6' 
in Bezug auf den inneren Äehnlichkeitspunkt negativ und der 
innere Potenzkreis hat daher, Mls er ebenso deünirt wird 
;ils der äussere, wie das jetzt geschieht, einen imaginären 
Eitdius p: die Quadratwurzel aus dieser negativen Potenz. 
SteiwY muss (vei^l. Nr. 12) den Unterschied zwischen positiver 
und negativer Potenz in anderer Weise zum Ansdi'uek bringen. 
Aber seine Unterscheidung passt nur für den einen durch die 
Figur vertretenen Fall. Der von ihm als innerer Potenzkreis 
bezeichnete Ivi'eis hat einen reellen Eadius p', gleich der Wnizel 
aus dem absoluten Werthe der Potenz, so dass p* ^ — p". 
Wüil dieser Kreis von jedem der Kreise P »im Durchmesser« 
geschnitten wird, -.o ist, wenn r der Radius des Kreises P ist: 

r^ = p'^ + /'/^, 
also: 

r-n = ■>■' + ?^ ; 

das ist aber (Änm, 7) die Bedingung, dass der Kreis 1' und 
der imaginäre Kreis /, , den wir jetzt als inneren Potenzkreis 
bezeichnen, sich rechtwinklig schneiden, so dass der eine und 
der andere Potenzkreis gegen die Kreise P sich gleichartig 
verhalten. Der jSYcwwj''sche reelle Kreis (/,, p') kann als reeller 
Repräsentant dieses imaginären Ki'eises (/j, p) angesehen 
werden. 

Wenn der eine der Kreise Af,, M^ innerhalb des andern 
liegt, so hat umgekehrt der innere Potenzkreis reellen, der 
äussere im^nären Halbmesser, nnd wenn jene Kreise sich 
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schneiden, so sind beide reell. Dies ergiebt sich aus folgen- 
den Ausdrücken für die (mit einem Vorzeichen behaftete) 
äussere und innere gemeinsame Potenz 5ß,i, ^/, in denen 
ßj , li^ die Kadien der Kreise 1/, , M^ sind und a die Enl^ 
fernung der Mittelpunkte ist: 

*J = (ä4^j. I« + «. - ■".) (» - ". + ^'J . 

*' = ~fS7|%.('' + «. + «.)(«^ «,-«.)■ 

Im Falle die beiden Kreise M^, M^ sich schneiden, erhellt 
sofort, das3 die beiden Potenzkreiae durch die Schnittpunkte 
gehen und daher zum Büschel der M^ , M^ gehüreu. 

Die gemeinsame Potenz des Fusspiinktes G der Potenz- 
linie auf der Axe (Centrale) in Bezug auf die beiden Kreise 
J/, , i/, ist: 

(«+i^. + Ag(«-j,-,-j,g(^+i-'.--^g("-/>',+J?J . 

dieselbe Potenz hat aber G auch in Bezug auf die beiden 
Potenzkreiae, so wie sie jetzt definbt werden. Daher gilt 
dasselbe ffir alle Punkte der Potenzlinie; die beiden Potenz- 
kreiae zweier Kreise gehören in allen Fällen zum Bttsehcl 
derselhen. 

Das Nämliche gilt auch für den Kreis Aber der Strecke 
zwischen den Äehnlichkeitspunkten als Dnrchmesser. 

14) Zti S. 3:9. Stekm- hat nur den Fall aus einander liegender 
Kreise vor Augen gehabt; bei in einander li^enden befinden 
sieh Punkte, die in Bezug auf den äusseren (inneren) Aehnlioh- 
keitspunkt potenzhaltend sind, auf verechiedenen Seiten (der 
nämlichen Seite) desselben, und bei sich schneidenden Kreisen 
in beiden Fällen auf der nämlichen Seite. 

Heben wir noch hervor, dass zwei Paare in Bezug auf 
denselben Aelinlichkeitspunkt potenzhaltender Punkte (auf ver- 
schiedenen Aehnlichkeitalinien) stets auf einem Kreise liegen. 

15) Zu S. 28. Weil nämlich der Mittelpunkt des (der 
jeteigen Definition entsprechenden) Potenzkreises in Bezug auf 
einen potenzhaltenden Kreis K eine (mit Vorzeichen behaftete) 
Potenz hat, die gleich dem Quadrate des Radius des Potenz- 
kreises ist, so schneiden — in beiden Fällen — diese Kreise 
einander rechtwinklig. 
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16) Zu S. 26. A^, Bj sind die Schnitte dieser Tangente 
mit den Seiten BC, AC. Welche von den beiden möglichen 
Tangenten aus C^ an den Kreis i, gezogen weiden soll, sagt 
Steiner nicht; nur eine iat die richtige. Vergl. Anm. 18). 

17) Zu S. 2ß. Das ist natttvlich zn beweisen; Stmier 
beabsichtigt dies aber nicht, wie er im Eingange gesagt hat; 
er will in diesem Absätze nur zum Ausdruck bringen, dass 
die drei Tangenten der gedachten Kreise in den gegenseitigen 
Berührungspunkten in einen Punkt zusammenlaufen. 

18) Z^i S. 26. I. Malfattfa Ueberlegungen*) sind folgende: 
Das gegebene Dreieck sei ABC, V der Mittelpnnkt des 

eingeschriebenen Kreises, r der Radius desselben und ./, M, L 
die Berührungspunkte mit AB, BO, CA [Fig. 44). Wir setzen 




Fig. 44, 



AJ= AL=^, BJ^BM=t, CL= CM^u\ 
^LVA=AVJ=a, ^JYn^BVM^{i, ^LVCr^CrM^ 
80 ist 



« + ? + 7 



: 180^ . 



also 



fgM^tgß 
"tg«fgß-l 
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vind 
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4) ..■ 


' + '■ - 


..■ = - 


fv'- 


^ — 2 



Die drei MalfaUC&fhau Kreise sollen im Innern des Drei- 
ecks liegen; jeder soll zwei Seiten desselben und die beiden 
andern Kreise von aussen berliliren. Ihre Mittelpnnkte müssen 
also auf AY^ BF, CV liegen. Die Mittelpnnkte der beiden 
ersten, die zunächst betrachtet werden mögen, seien Ä" anf -ä F, 
auf BV, X, y die Radien, P, Q die Berflhi-ungs punkte mit 
AB -anä AP=m, BQ = ii. Es ist A'O = a: 4- «/; wird 
noch ON II -i B bis KP gezogen, so ist KN = x— y, wenn wir 
x'^y voranssetzen. Ferner ist NO = PQ ^ n-\-t — m — n. 
Daher : 



... + , _ >,, - „ = V (j: + y)* _ [j; - ?,)* = 2 Vxy ; 
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Anmerknngeo, 

(.'S 4- i — «* ~ "■)* ^ i'"^ — , und ebenso: 

(,, + „_„,_,,). = 4,''"';', 

(' + ..-.-# = 4,..^-, 

worin }> die Entfernung der Bertilirungspunkte des dritten 
Kreises mit CA und CB von C ist, 

Malfatti fährt uun folgende Griissen (die zunilchst besser 
mit ')/, n\ p' bezeichnet werden) ein : 

2m' ^. + f. + v^r + S-r-C, 
2m' = h + t + i: ~ I- — S 4- 7' — f ', 
2p- = . + /+„-r^S^T+C. 



Also ist: 



,' + u'=, + t+u- 



- r 



Wegen 2) kann mau ■ 
(iiiher 



Nach 3) ist 87':= f"; dem rationalen TbcÜ vereinfacht 

man nach 4) und hat: 

= -;,,_„ + VV + „f; 
mithin liat man wegen ö): 

ii^ = („ + ,. -,„■-„■,< 

und zwei ähnliche (Jleichiingen. 
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Also mit m ^ )«', h =; //, fi = // genügt man den drei 
Gleichungen 5). 

Zar Construetion von; 

m=H, + t+^ + iS-r)-T-U) 
dient, dass -■*+( + '( der halbe Umfang des Dreiecks, 7' = i?I', 
^/^= CV und t} -— r = AX, wo X der Schnitt des einge- 
schriebenen Kreises mit AV ist; mit m haben wir P und ff 
und den ersten Kreis, n und ^) liefern die beiden andern. 

Aehnlieher Art sind die Beobachtungen von Gcrjoniie und 
Lavrmede nnd von Tadmai*}. 

Lckmtis**) setzt r ^ 1, so dass slu ^ s -j-t-{-u, oder 
rt6e=;fi-|-&-i-(; in seiner Bezeichnung. Die di-ei Gleichungen: 

.^' -|- / — III — n^2 V'xy oder fi + 1 — m- — » = 2 Vtij u. a. w. 
geben etwas umgeformt wegen m = ax, 11 = hy, /> ::= ez, 
wo z der Radius des dritten Kreises ist: 

■+2yxy + ht/ = a + h, 
h>, + 2Vy^ + ':z^h + r, 
'■.:^ + 2y:ix + aT = r + a. 
Setzt man dann 

1 —a-i- Vi + a°- = A, 1 — /i + Vi "+ h^- = B , 

i_. + yi_i..-- = 6', 

__IiC __CA ^ _ ^Iß 

die Lösungen. 

Mit der Auflösung dieser Gleichungen 5') in etwas allge- 
meinerer Form beschäftigt sich Ca.'/fcy***]. 

SchcUbacIi giebtf) folgende Lösung: Wenn a, h, r, die Seiten 
des Dreiecks sind und 2s^=n-\-h'j-'-, so bestimme man die 
Winkel », );, ij- so, dass: 

n = ,•,' sin'j^ , /) = .s siny' , '- = .s- siuij-^ ; 

*) Gcrgonnr's Annales de Matbcmatiiuies Bd. 1 S. M'H, Bd. 2 
S. 16Ö und 8. :-J74. 

**| Ebenda Bd. 10 S. 289. 
***) Cambridge and Dublin Mathematioal Journal Bd, 4 S. 270: 
CoUectcd Mathematical Papers Bd. 1 S. 165. 
i) Journal für Mathematik Bd. 45 S. 91, 
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ist 23 = -^ -|- )^ + 4*1 ^** ä'"^^ ^i'^ Bntiernuiigen x, y, ■:.; der 
BerüLniiigspunkte der MalfaUi'suhcn Kroise mit den Seiten von 
den Ecken bestimmt durch die Gleiebungen: 
r. = H 3m[3 — 9)* , // = s sm(o — yf , ä = « 8in(3 — <!^)- . 

II. Im Folgenden aoU die 6yiröteJ''ache Analysis (Journal f. 
Matbem. Bd. 77 8. 230), welche zur Stewier'achen Auflösung 
führt und wohl den Seine) ''sehen Gedankengängen am meiateu 
sich anfügt, in etwas kürzerer Dai-stellung wiedergegeben 
werden, wobei zugleich die Eigenschaft, welche Schröter in 
einem voran geschickten Hilfssafze aua spricht nnd nw vor- 
mittelst mehrerer Ti-anaformationen durch reciproke Radien zu 
boweiaen im Stande iat, anf einfachere Weiae erhalten wird: 
Sahröta' hat seibat den Wunsch nach einem einfacheren Be- 
weise geäussert. Die Auflösungen von A. Hart (Quarterly 
Journal of Mathematica Bd. 1 8. 219) und /. Petarsm (Me- 
thoden und Theorien Kur Auflösung geometrischer Construc- 
tionsaufgaben [Kopenhagen 1879] S. 102 und: Journal für 
Mathem. Bd. 8ü S. 127) haben mich zn diesem Beweise geleitet. 

Es seien drei Kreise (a), {b), {c) gegeben (Fig. 45), welche 
sich gegenseitig von aussen berühren, und zwai' (h] und (c) 
in 31, (c) und (a) iu Sß, {a} nnd [b] in S. Die drei Tangenten 
in den Berührungspunkten, ala die Potenzlinien der drei Kreise 
zu je zweien, treffen sich im Potenzpunkte P, und der Kreis (71 
um P durch 91, 33, © schneidet alle drei Kreise rechtwinklig. 

Wir ziehen jetzt eine äussere gemeinsame Tangente an 

(a) und (b) mit den Berührungspunkten A\ B\ ebenso an (a) 
und (c) mit den Berührungspunkten Ä\ C und endlich an 

[b] und (c) mit den Berührungspunkten B'", C", und zwar 
möge jedesmal diejenige äusaere gemeinsame Tangente ge- 
zogen werden, welche aüe drei Kreise auf deraelben Seite 
hat, damit der gewöhnlieh behandelte Fall der iWß//äte'3chen 
Aufgabe vorliege. Wir erhalten das Dreieck ABG. Die 
drei Tangenten P3l, PS8, PS schneiden wir m D, E, F mit 
den Seiten PO, CA, AB; so sind diese Punkte die Mitten 
von B"'G"', A"0", AB'; denn z.B. ÄF==F^ = FS. 

A', B'; 33, 91, als die Punkte, in denen (a) und {b) von 
zwei Kreisen, von denen der eine in eine Gerade ausgeartet 
ist, gleichartig berührt werden, sind auf ihnen poteuzhaltend 
in Bezug auf den äusseren Achnllchkeitepunkt; also liegen sie 
auf einem Kreise {cj (Anm. 14); ebenso liegen % ß; A", C 
auf einem Kreise [^,) und !8, t£ ; P'", C" auf einem Kreise (aj. 
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Der letzte iat, als zunächst nicht noüiweiidig, iu dei' Figur 
nicht gezeielmet. Die Mittelpunkte der beiden ersten seien 
C, , S|. Es sei %' der zweite Sclinittpnnkt der Kreise (fij 
und {e^], ausser %. Dass derselbe auf der Halbirangslinie 
des Dreieekswiukela -1 liegt, spricht Srfirö(er's Hilfssatz aus, 




und auch PderKCii bemüht sich um den Beweis dieser E^en- 
sebaft, benutzt aber einen andern Satz, den wir an einer spä- 
teren Stelle (8. 106) beweisen werden, und muss dabei noch 
einen weiteren Kreis heranziehen, dessen Bcü'achtnng den 
lieweis umständlicher macht, indem er zunächst für den zweiten 
Schnittpunkt 8 dieses Kreises und eines der Kreise (&,), («,) das 
Ijiegen auf der genannten Ilalbirungslinie nachweist. 
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Snhiieidet man die Tangente SIJ' mit den Seiten AB und 
AO in U, V, so entstehen zwei gleichschenklige Dreiecke 
%B'U, %G"V, deren Winkel an den Spitzen den Dreiocks- 
winkel A zur Summe haben ; daher ist -^ 5' 91(7" = 1 80" — \A ; 
andererseits ist aber, wegen der Kreisvievecke %'^'A'B' und 
9t2t'XC": 

^J'9t'J"=.4'£'St+-.r6'"9t=36(l — i~I%f =1S0 —-\A\ 

dai'aus folgt, dass 91' auf dem Kreisl ogen 11 nra 1 1 cgt *). 

Weil (o) von diesem Kreise (-1) und dem Kreise [Pj reehi^ 
winklig in -4' , -1" ; 33, ß geschnitten wird %o ist (Sicnc Nr. Oj 
der Punkt (Svl', S-I") der eine \ehnlichkeitspunkt von {A) 
und fP), ersiehtiich der innere / Die gemeinsame (innere) 
Potenz ist ■J'^-JA' = ■](&■■ -TÄ' Nun '-md abei S I ©X 
nnd 9191' die drei Potenzlinien von [() (/ ) [g^) ^lao ist J 
der Potenzpnnkt und %W geht aneb durch ihn, die gemein- 
same Potenz ist: m-JA' = J^-JA:' = .m-.r%'; daraus 
folgt wiederum, daas 91' auf [Äj liegt**), und dass % und 9t' 
auf [P) und (vi) potenzhaitend sind in Bezug auf J. Mithin 
werden in ihnen diese Kreise von einem Kreise (ungleichartig) 
berührt. Dessen Mittelpunkt ist Jf={^9t', P9t), so dass 
M%' = M%\ M liegt auf B,C^. 

Wir eonstruiren den zu (c,) conoentrischen Ki'eis (c,), welcher 
AB berührt, offenbar in F. Weil der Mittelpunkt G^ von 
9t und B' gicichweit entfernt ist, ao ist er es auch von den 
Tangenten 91P und B'A', welche in diesen Punkten den 
Kreis |^) berühren. Demnach berührt (c,) auch %P, und 
ebenso, weil C, von A' und ^ und von den Tangenten A'B' 
und 58P des («) gleichweit entfernt ist, beriihi-t er auch E'SP; 
der BerUhningspunkt sei G. Endlich, weil C^ von 2t und 91' 
gleichweit entfernt ist nnd ebenso M, so ist C^ auch gleichweit 
von "^PM und ASSJM entfernt; also ist letztere Gerade auch 
Tangente von (e,). Ebenso berühii; der zu [h,] concentrische 
Kreis (ftj, welcher JC in S^ berührt, auch 9t P, (lPmAA%'M; 
so dass 9tP und A%'M gemeinsame Tai^enten dieser Kreise 
{b^) und (r!|) sind, nnd zwar gleichartige wegen der symme- 
trischen Lage zur Centrale P, C, M. Der Berührungspunkt 
von \h^] mit ^P sei H. 

*i Einen älmlieheii Beweis für den öehnittpunkt S giebt Petersen. 
**) So erkennt es Sdirötcr. 
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So weit SdiKökr. Nun benutzen wir einen Hilfasatz, 
welchen Hart giebt, aber in etwas anderer Weise verwerthet: 

Wenn die Tangenten ÄD, BC, die von zwei Punkten A, B 
zweier Kreise (Fig. 46) je an den andei-n gele^ werden, gleich 
sind, so werden diese Kreise ans dem Selinittpunkte P der 
Tangenten in j1, B unter gleichem Winkel gesehen. 




Es .seien M, N die Mittelpunkte, E, F die weiteren Selmittc 
von AB mit den Kreisen und MQ, Nli die Lothe auf die 
Sehnen AE, BF. Wir haben: 



also: 



■AF^AT) = JiCr = BA-BE\ 
AF= BE% 
AE^ BF und AQ = Bli. 



Ferner ist: 

..I7':B/'=sinPi;yI:3inP^lß = cos NBR: ma MAQ 
_ BE _ 'AQ 

~bn'' Tu'' 



= AM:BA, 



) ^ lPM=BP^* 



*) Daraus folgt, dass die Voriussetzung nnht niDghch ist 
wenn die eine dieser beiden Strecken die andere einB(hlie'"it 

**) Hfirt heweiBt den spli irischen Sit? sodTiB dipser n[lta''it7 
auch für die Bphärische Anfgabe verwerthet werden kinn 

Ostivilil'ä Klnssiler. 12S. ^ 
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In unserer Figur 45 liegt dieser Fall -vor. Es sind E 
nnd F Punkte der Kreise (/(J und (c,), und EG, FH Tan- 
genten je an den aiideni. Ferner iat: 

denn EA' und 7/E sind gleichartige gemeinsame Tangenten 
von (/',) und (o); ebenso: 

FfS. = FÄ' = G)8 
(gleichartige gemeinsame Tangenten von {pj und {ri]); dalier: 
Ef6 4- S5G = Fli.-\- (S.H oder: EG = FH. 
Fo^lich ist der Winkel zwischen den Tangenten ÄE nnd 
A% M von (?),) gleich dem zwischen den Tangenten AF und 
A'ä'M von (c,); d. h. A'ä' M ist die Halbirungslinie des 
Dreieckswinkels A. 

Es iat also 91' gerade die Mitte des Bogena A'jf nnd wie 
9[' auf der Halbirungslinie liegt, so liegen B, , C, auf den 
llalbirungslinien der Hälften. Ferner folgt, dass 9(91' den 
Winkel B'%C" halbii-t. 

Wir kehren zu Schrälei-'a Iteü'achtung zurück und ziehen 
noch den dritten Kreia (",] heran. Ist S der Schnittpunkt 
der drei HalbirungsUnien der Winkel von ABC, so ist nun 
klargestellt, dass 

BG, SB, SC, P^, P6 Tangenten von (^J, 

CA, SC, SA, 2'IS, P9l Tangenten von (/^}, 

AB, SA, SB, P9I, PS Tangenten von (cj 

sind; P9( und S%'A sind gleicharl^e gemeinsame Tangenten 

der Kreise (&,) und {n,}, und ähnlich in den andern Fällen. 

Ans dieser Analyais orgiebt sich fönende Losung der 
JV/ü?/b((i 'sehen Aufgabe : 

Wenn S der Schnittpunkt der Halbii-nngalinien der Innern 
Winkel von ABC Ist, so zeichne man die Kreise {«,), {b^), {e,}, 
welche den Dreiecken BCS, CAS, ABS bezw. eingeschrieben 
sind, darauf diejenigen gemeinsamen Tangenten n, &', c von 
(öj und (c,), [c,] und (a,), (a,} und {b,}, welche zu AS, BS, 
OS bezw. gleichartig sind; dann werden erstens 



AB, AC, b', c von ei 
BC, BA, c, a' von ei 
CA, OB, a, b' von ei 
lies sind die Molfa 



iuem Kreise {a), 
nem Kreise {&), 
ncm Kreise [e] 
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Und zweiteni beithren (h) unl f ) dip beridt, u in dem 
selben Pnnkte **( ('') nnd (o) die h m demselben Tunkte S8 
und ( () und |/) die c m demadben tunkte 6, und a ' , i 
laufen m emui Punkfe J zusammen 

Flli diese beiden Hehiuptungen muss fieihch noch ein 
Juectti Beweis eibracM werden dci bis jetzt noch niiht ge 
hingen scheint 

III Zui Constmctiin dei Geiailen « , ' /• kann min nich 
benutzen dasa »iie durch die Beiühinngspnnkte ö i7 J* dt,i 
Kreise [aj, (ij, (c,), bezw. mit BG, CA, AB gehen, sowie 
durch die Punkte [AS, B,G,), [BS, G^A,), {CS, A,B,); und 
dies iat för die Featlegnng jener Geraden geeigneter nnd ein- 
facher, als die Bestimmung, dass sie gleichartige gemeinaame 
Tangenten mit AS, BS, GS aein aoUen, weil sie sich von 
diesen meistens wenig unterscheiden werden. 

Steinei- schreibt vor, von F (bei ihm G^ ] an den Kreis fa,) 
sdie« Tangente zu legen; ea giebt aber zwei, nnd anr eine 
ist die richtige; er äussert sich, wie schon bemerkt, nicht 
darüber, welche. PliirJxr nennt aie (Journal f Math. Bd. 11 
8. 117; Gesammelte wiaa. Äbhandl Bd 1 8 2hl] eine bleicht 
zu unterscheidendes Tangente. 

Ein directer Beweis, dass diese mit l"^, B'>, CS gleich- 
artigen gemeinsamen Tangenten a, !>', c' durch die Berflhrungs- 
pnnkte D, E, F gehen, fehlt auch noch. Dies envähnt schon 
G. Bindley in seiner Abhandlung: »Das Malfatti'sche Problem^! 
(Programm des Seminai-s Schönthal 1868), in welcher die 
Aufgabe dadurch geliist wird, dass der allgemeine Fall auf 
die speeiellen Fädle zurtlcl^eföhrt wird, daaa zunächat eine 
Dreieckaseite die Tangente des Bertllirungspunktes des znge- 
hürigen Ki-eiapaares sein soll, und dann noch specieller, dasa 
dies für zwei Taugenten nnd fUr zwei Kreispaare gelten soll. 

Wenn wir in der iSVA rote; ''sehen Erörterung den Beweis 
des Hilfssatzes modificirt haben, um ohne die Transformation 
durch reciproke Radien auszukommen, so geschah dies, damit 
diese Erörterung noch mehr dem Sfeiwef' sehen Aufsatze an- 
gepasst werde. C. Neuummt geht in seiner Abhandlung (Be- 
richte über die Verhandinngen der Leipziger Gesellsch. der 
Wiss. Math. pbys. Classe, 1889 S. 22] den umgekehrten Weg: 
er entferat ans der Si^wöfer'schon Erörterung gerade die Theorie 
der Aehnlichkeitsp unkte und der Potenz und benutzt allein 
die Theorie der reeiproken Radien. 



Hosted by 



Google 



100 Anmerkungen. 

19) Zu S. 27. Man vei^leiche h.erzii die eben erwähnte 
Programm- Abhandlung von Binder. 

Weitere im Vorangehenden noch nicht genannte Arbeiten 
über das ifai/äWi'aehe Problem sind folgende (gräaatentheils 
schon von Schröter citirt): 

Zoifww, Jonin, f. Mathematik Bd. 10 8. 300; Gi-uncii, 
Snpplementhand zn ElügcVs Wörterbuch, Art. Anwendung der 
Aualysia; Adams, das Malfatti'sehe Problem, Winterthur 1846, 
und Progr. der Gewerbeschule zu Winterthur 1848; Quidde, 
Progr. des Gymn. au Herford 1849 und ßruiirrfs Archiv Bd. 15; 
Zorn; Progr. von Ellwaugen 1870. 

Mit den Erweiterungen haben sich beschäftigt: 

riüdicr, Journal f. Math. Bd. 11 S. 356, Ges. wissensch. 
Abhandlungen Bd. 1 8. 284; Gayley, Phüoa. Tranaacfions 1852 
Part II S. 253 und Quai'terly Joui^nal Bd. 1 8. 222 ; Colleeted 
Mathem. Papera Bd. 1 8. 57 und Bd. 3 S. 44; Clcbsch, Journal 
f. Math. Bd. 63 S. 292; Merkw, ebenda Bd. 76 8. 92; Bhidm; 
a. a. 0.; Affollei; Mathem. Annale» Bd. 6 S. 597; Godi, Joum. 
f. Math. Bd. 84 8. 259; C. Neunmtn, a. a. 0. 

Caylcy in den Philos. Trans, und Glehseh behandeln das 
Problem auf der Fläche zweiten Gradea {Steiner Nr. 18). 

20) Zii S. 28. Die drei Potenzkreise haben zwei Punkte 
gemein, wie schon Binder bemerkt. 

Die Abäätze 2), 3), 4) leiden au Unbestimmtheit; wie soll 
z.B. sder« Kreia [n, die drei Kreise Jf , , A^, A^ berühren? 
Ea giebt doch nicht blos einen, der dies thut. 

21) Zu S. .'//. Diese Andeutungen reichen zum vollen 
Vevatändniaae nicht aus; was versteht z. B. Steiner unter dem 
Pole eines Kegelachnittea auf einer Fläche 2. Gradea? 

Int«res9ant ist das Ergebniss der (7a?/ ^(iy' sehen Abhandlung 
in den Philos. Transaotions, sowie seine Terminologie. 

Hier am Schlüsse der Anmerkungen Über Malfatit'» Problem 
möge noch eine 1871 erschienene Erlanger Diaaertation von 
A. Witlsteiu: >Geschicht« des Malfatli 'scheu Problems« erwähnt 
werden, sowie eine Schrift von ./. Deromseau in den Memoire» 
de la 8ociet6 des seiences de Liege Serie II Bd. 18 (1895), 
auf die mich während des Draekes Herr iwi OrMingert auf- 
merksam gemacht hat. 

22) Zm S. S8. Vermnthlieh in dem »Bande von 25 bis 
30 Bogen«, von dem Steiiier in der Einleitung spricht. 

Dies gilt wohl auch für die Hindcutuiigen auf Beweise 
»an einem andern Orte« in Nr. 16 und 18, wührend mir fraglich 
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ist, ob es auch für die längeren Anmerkimgeii in Nr. 30 an- 
zunehmen ist. In den söeaammelten Werken» habe ich der- 
artige Beweise nicht gefunden. 

23) Zw S. 89. Hier und an der zweiten mit 23) bezeich- 
neten Stelle musste eine kleine Veränderung des ^Ste'wr'schen 
Testes voi^enommen werden. An der ersten Stelle sagt Steiner 
gar nicht, wie die Linie ap zu ziehen ist; an der zweiten 
achreibt er ihr, aber nicht richtig vor, dass sie die Kreise 
rt, N nicht schneiden soll. Der Punkt »k, , auf den übrigens 
Sleimr bald zu sprechen kommt, erklärt sich aus der Figur. 

24) Zu S. 42. In der neuesten dreibändigen griechisch- 
lateinischen Ausgabe: Pappi Ale^candrini Colleetionia quae 
supersnnt, ed. FMd. HtUtseh (Berlin 1876) stehen diese Sätze 
Bd. I S, 205—233. Die citirte SteUc steht auf 8. 209. Un- 
mittelbar darauf wird das Wort Arbelus besprochen. 

25) Zu 8. 47. Dieser Absatz (von der votleteten Zeile 
auf 8. 46 ah) ist vom Herausgeber an Stelle der in den »Ge- 
sammelten Werken« 8. 50 eingeschalteten eckigen Klammei' 
gesetzt, die umgearbeitet werden musste, weil sie nicht alle 
Fälle berücksichtigt. 

26) Zu S. 40. In Folge dieser Wurzelausziehung sind u 
und U auf der Seite von M^, bezw. M^, auf welcher M liegt, 
negativ. 

27) Zu- S. 56. liier ist eine leichte Veränderung des Textes 
vorgenommen worden, indem die Erörterung auch auf den 
Fall einer nicht ganzen »StelleuzahU anagedehnt wurde; das 
Ergebnis» wurde dadurch der Nr. 31 angepasst und infolge 
dessen die Anmerkung 4) S, 524 der »Gesammelten Werke« 
übci-flüssig gemacht. Strtnei- hat freilich in der vorliegenden 
Nummer nur den Fall einer ganzen [positiven oder negativen) 
Stellenzahl im Auge. 

28) Zu S. .57. yi + QQ, ist rational, nämlich nQ ± 1. 
— In Forme! (9) gilt daa obere oder untere Vorzeichen, je nach- 
dem es sich um die Keihe der Kreise m oder der Kreise [i 
handelt. 

29) Zu S. <il. Steinrr^ Beziehung auf Nr. 22 ist wohl 
SO zu verstehen: Wenn drei Kugeln M,, -3f,, m sich gegen- 
seitig berühren und die Mittelpunkte beliebige Lage haben, 
so beschreibe man die Kugel u, so berührend an M^, M^, dass 
die drei Mittelpunkte iu gerader Linie liegen; man hat dann 
nach dem Vorangehenden die sich schlieaaende Kugelreihe jij , 



Hosted by 



Google 



102 Ania erklingen. 

[ij , ■ ■ ■ fi,; - nie Verbindungalinie der Mittelpunkte von h( und 
[1 achneide man mit der Poteuzebene von M, und M^ in A 
und construire dann zu jeder dieser 6 Kugeln jt; die Kugel »ij , 
90 da38 A für \ij und «ij Aehnliehkeitspunkt gleicher Art ist 
wie für \i. und m und die Kngeln [i,- nnd m; in Bezug auf A 
dieselbe gemeinaame Potenz haben wie ]i und m. Die sechs 
Kugeln m,- werden dann alle auch M,, M,, nt berühren und 
eine geschlossene Eeihe bilden. 

Die gemeinaame Potenz des Punktes A in Bezug auf fi 
«nd )«, [i; und m, ist zugleich die gleiche Potenz von A in 
Bezug auf M, und JEf, (Nr. 28 B-j). Wir aagen heute: Die 
F^r der M,, Jfj, ji, i^, , -■ - ;<-« ist in die Figur der M,, 
JWj, m, )H, , . . . M*p durch reciproke Radien transformirt, wo- 
bei A das Centrum und die Potenz die Constante der Trans- 
formation ist. Die Mittelpunkte der sechs Kugeln m^ , wi, , 
. . . m^ liegen auf Kanten des Kegela, welcher aus A den 
Kreis, auf dem sich diejenigen von [^^, [x, , . . . [j.,, befinden, 
projicirt. Aber dass sie ebenfalls in einer Ebene und auf 
einer Ellipse liegen, geht aus den vorliegenden Betrachtungen 
nicht so unmittelbar hervor. Man vei^leiehe jedoch die weiter- 
hin besprochenen Stemer'schen>Lehr3ätze und Aufgaben* 8.122. 

30) Ztt S. 1)8. Die p^ sind negativ zu nehmen, wenn sie 
auf die andere Seite fallen als die gleichnamigen Höhen /*;, 
Unter dieser Voraussetzung ist, wenn «, , Uj, a, die Seiten 
des Dreiecks sind, der doppelte Inhalt «,J», -i- «iFjH- «sJ'ai 
während er gleich a, h, = a^h^ = a,hj ist; daraus folgt der 
»bekannte« Satz. Man sieht, daas — wenigatens atellenweiae 
— Steiner schon damala mit dem Prineip der Vorzeichen ge- 
arbeitet hat. Er kennt übrigens, wie 8. 64 und 8. 82 zeigen, 
anch die Vorzeichen- Mo dificafionen (Anm. 25), welche der 
»altes Satz unter Umständen erleidet, er hat sie nur in Nr. 28 
nicht zum Ausdruck gebracht. 

31) Zu Ä'. 04. Hinsichtlich der Formeln 1) und 2) vergl. 
man einen Aufsatz von Gvdcrmaiin, im Jonmal f. Mathem. 
Bd. 8 8. 168. 

32) Zu S. 6«. Wir fügen hier die Anm. 3) S. 524 der 
»Gesammelten Werkei^, mit einigen Aonderungen, ein: Die 
SfeMiCT-'ächen Formeln 8) und 9) umfassen alle Fälle. Wenn 
nämlich von vier Kreisen, deren Mittelpunkte nicht in gerader 
Linie liegen, jeder die drei andern berührt, so können nur 
zwei Fälle eintreten: entweder berühren je zwei einander 
äusaerlich, und dann gilt die Beziehung 8), oder drei berühren 
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einander änaserlich und der vierte berührt sie einschliesaend, 
und dann gilt die Beziehung fl), wenn C,) der reeiproke Werth 
des Radius diesea vierten Kreiaea ist ; wird Q in diesem Falle 
negativ genommen, so gilt 8) für beide Fälle. Aus dieser Formel 
iüs quadratischer Gleichnng in q folgt für ihre Wurzeln 7', q": 

■f =1, + <h + ?3 + '^V'h-h + 'h'h +<h<k , 

■/" ='h +'h + 'h — ^y-h<h + ^ii, + 'i,ii- 

Berührt von den drei Kreisen, zu denen ij, , 7^, 5, gehftrcn, 
jeder die beiden andern änaserlich, so dass '/, , '/,, 2^ posi- 
tiv sind, 80 ist '/' ebenfalls positiv, if aber kann positiv, null 
und negativ sein; der zn 7' gehörige Kreis berührt die drei 
andern äusserlich, der zu q" gehörige berührt sie äiisserlich 
oder einschliessend oder ist eine gerade Linie, je nachdem </' 
positiv, negativ oder null ist. 

Bei-flhi't der zu ./, gehörige Kreis die beiden andern ein- 
schliessend, so ist <j, negativ; wir setzen '/, ^ — ']^*. Es ist 
dann JJ, grösser als li^ nnd li^, also q,* kleiner als q^ und q^ 
und q, -f- q^ — ./, * ist positiv. üie drei Centralen sind 
K + Z^, -^'i — Ri, fi, — ß/, daher 

7;, — E^ -\- li^ — K^ -^E^^R^ oder E, > li^ -\- Ji, , 

^>,^+,V.,. >„•(,. + ,.); 

folglich ist der Eadicaml 

'h'h +'h^l,-i-'!i'Ji = '/i'h — 'l*ki + 'h) 
positiv. Demnach ist q' positiv, und weil 

'i'l" = -l\ + -ll + qt~2q^q^~2q^q^ — 2q,q._ 
= i<h — '// + •!*' + '^'h*l3 + 253?,* 
positiv ist, auch q" positiv. Die beiden zn c/' und q" gehörigen 
Kreise berühren die drei andern änsserhoh. 

33) Zu S. 66. Wir haben dazu Fig. 37 mit Fig. 26 zn 
vergleichen. MG ist das dortige P,ff = P,™, -|- 2r,, hier 
0-^2R; der Punkt [j. ist dort m^, liegt also auf BG und 
ebenso auf AN, indem in Figur 37 die beiden Kreise .Wnud 
M, ja mit einander vertauscht werden können. 

34) Z)i S. 72. Den Satz 1) der Anmerkung wird viel- 
leicht Steiner so bewiesen haben, dass er die Curve 2. Grades 
in einen Ki-eis projieirt auf eine Ebene, welche zu den paral- 
lelen Tangenten parallel ist. Aus ihm folgt 3); was 4) an- 
langt, so liegt in jeder Ebene durch den Durchmesser der 
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Punkt C auf der Geraden AE doppelt so weit von i? •ila der 
PiiDkt O auf der sLiniet: nnd buachieibt dibei die er- 
wähnte Paj'allele und der Berflhrungapunkt P die Curve, die 
von der VerbinduDgaebene derselben mit 1 aus der Flächa 
ausgeschnitten wird. 

In Bezug anf 2) sehe man btcinn ^dirufcr a Voilesnngen 
über synthetische Geometrie 3. Aufl. Nr. 7y und 120. Der Satz 
war Übrigens schon Äpolhni'Wi bekannt (Kegelschnitte III, 42). 

35) Zu 8. 7!). Dei' Kegelsehnitt-8atz ergiebt sich ähnlich wie 
oben. Von der Richtigkeit des auf eine Fläche 2. Grades bezüg- 
lichen Sateeä der Anmerkung überzeugt man sich folgendermaasen : 

Ea seien a und ß zwei parallele Berilhrungsebenen der 
Fläche, welche in deu Endpunkten A und B eines Dureh- 
measers berühren, und g eine Gerade in ß. Sfcww behauptet, 
dass die Schnitte der Ebenen £ durch g, aus B auf die Ebene a. 
(oder eine parallele Ebene) projicirt, zu coneentri sehen ähn- 
lichen und ähnlich gelegenen Kegelschnitten führen. In der 
That, wenn C der Berührungspunkt der zweiten von g kom- 
menden Tangentialebene ist, so ist BC^^;/' die Polare von 
g in Bezug auf die Fläche, daher der Schnitt lg' stets der 
Pol von g in Bezug auf die Schnittcurve von 5, und ihre 
Projeotionen aus B, die unendlich ferne Gerade von i und 
der Punkt g'a, sind Polare und Pol für alle Proj ections curve u ; 
der letztere iat aomit gemeinsamer Mittelpunkt derselben. 
Femer, die Involution coiijugirter Ebenen in Bezug auf die 
Fläche, welche g' zur Ase hat, achneidet in jede der Ebenen Z 
die Involution conjugirter Strahlen in Bezug auf die Schnittcurve 
um den Punkt ig' ein, und ihr Schnitt mit a ist die gemeinaame 
Projection aller dieser Strahleninvolutionen aus B, d. i. die In- 
volution conjugirter Strahlen für die Projectiouscurven um den 
Paukt g'v, also, weil dieser ihr gemeinsamer Mittelpunkt ist, 
für alle die Involution conjugirter Durchmesser, und daher sind 
diese Curven ähnlich und ähnlich gelegen (Steiner- Schröter'» 
Vorlesungen über synthetische Geometrie 3. Aufl. Nr. 201). 

Die gemeinsamen unendlich fernen Punkte der Projectiohs- 
curven sind die Schnitte mit a der in ß gelegenen und sich 
in B schneidenden Geraden der Fläche, welche ja alle Schnitt- 
curven treffen. 

36) Za S. 80. Ueberflüssige Bemerkung, wenn mit dem 
Princip der Vorzeichen gearbeitet wird. Warum hat Stemer 
in .Nr. 29 bei den pi nicht eine solche Bemerkimg für noth- 
wendig gehalten? 
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Steimr spricht in der Einleitung aeinea Aufsatzes von dein 
Schneiden von Kreisen unter gegebenen Winkeln, wovon die 
Berührung nur ein speeieller Fall sei; der Aufsatz selbst 
enthält davon nichts; es scheint daher angemessen, ihm einige 
Säfee über Schneiden unter gleichen oder supplementären 
Winkeln anzufügen. 

Sodann werden aus den zahlreichen »Lehrsätzen und Auf- 
gaben« Stcitier's solche, die sich anscrm Aufsätze anschliessen, 
mitgetheilt, grösstentheils mit den Beweisen, welche für sie von 
Andern gegeben worden sind, wobei freilich mancherlei Modi- 
ficationen vorgenommen sind. 



Ein Kreis (7i) schneide die beiden Kreise (Ü/J und 
IM^] isogonal, das heisst, wenn C^, E,, D^, 1<\ die vier 
Schnittpunkte sind, so sind die vier Winkel M,C,K, M^F^K, 
jtf, E| K und M^D^K — welclie wir als die Schuittwinkel defi- 
niren — gleich. Von ihnen haben je ^e beiden Sehnitt- 
winkel an G^, J?, , bcKw. an ß, , F^_ entgen gesetzten Sinn ; 
es mögen also von jenen vier Winkeln die beiden ersten 
gleichen Sinn haben und ebenso die beiden andern. Folglieh 
bilden die Radien M^G^ und M^D^ mit C\D^ ein gleich- 
schenkliges Dreieck, da auch Jf, C, D^ nnd M^ D^ C, entgegen- 
gesetzt gleich sind. Ist daher C^ der zweite Schnitt von C,Z), 
mit (¥,), so sind ¥, 0^ und M^ C^ parallel und gleichgerichtet, 
also t, und D^ demnach solche Schnittpunkte, an denen die 
Schmttwmkel entgegengesetzt gleich sind, potenzhaltend 
m Bezug luf den änsaeren Aehnlichkeitapnnkt Ä,. Die go- 
munsame Potenz dieses Punktes in Bezug auf (JW,) und [M,] 
ist zugleich seine Potenz in Bezug auf {K) und daher in Bezug 
auf alle Kieise, welche (M,) und (ifj isogonal schneiden; 
daruntei inth diejenigen , welche sie gleichartig berühren 
(Schnitte inkel oder 180" bei innerer, bezw. äusserer Be- 
mhinng odei besser : bei Umsehliessnngs-, bezw, Ausschlicssungs- 
Beiuhinngj, und diejenigen, welche sie orthogonal schneiden. 
Der äussere Potenzkreis von (JfJ und (J/J schneidet 
alle diese Kreise (Ä) rechtwinklig. 
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Umgekehrt, jeder Kreis (K), welcher durch zwei io Bezug 
anf Ä^ poteuzh alten de Punkte von {M^) und (Jt/j) geht, itlao jeder 
Kreis, welcher den Poteiizkreis [ä,] rechtwinklig schneidet, 
achneidet {M^), [M^] isogonal. 

Die Kreise, welche drei gegebene Kreise {M,}, (M^), 
[Mj) isogonal schneiden, haben in Uezug auf die drei 
äusseren Aehuliehkeita punkte Ä^,A^, A^ je dieselbe Potenz, also 
haben sie die Aehnlichkeitsase, auf welcher diese li^en, zur, 
Potenzlinie und bilden einen Büschel; und umgekehrt jeder 
Kreis dieses Büschels schneidet die gegebenen Kreise iaogonal, 
wenn auch nicht immer reell. 

Die drei Potenzkreise (yl,), {A^],{A,) gehören auch 
zu einem Büschel*), dem Büschel der Kreise, welche die 
Kreise des eben gefundenen Büschels rechtwinklig schneiden. 

Wenn aber die Winkel, unter denen [M^] von fA") 
geschnitten wird, supplementär sind zu den Schnitt- 
winkeln von [M^j und (A'), ao sind die Schnittpunkte auf 
{M,) und {M^], an denen die Schnittwinkel gleichen Sinn 
haben, potenzbaltend- in Bezug auf den inneren Aehnlichkeita- 
p\inkt Jj von (-MJ und(JWä), und der innere Potenzkreis 
(7j) wird von [Ä") rechtwinklig geschnitten. Für alle 
Kreise (Kj, welche (M,), [M^] isogonal, (Jt/,) hingegen unter 
dem Supplementwinkel schneiden, ist die Äehnlichkeitsase 
1,7,^3 gemeinsame Potenzlinie. 

Jetzt seien, wenn wiederum blos (-¥,) und (JMj) gegeben 
sind, [A'j, (A"), [A'") drei Ki'ciae, welche entweder alle drei 
die gegebenen Kreise unter dem Winkel 9 schneiden, oder 
von denen zwei, etwa (A") und {IC), sie unter dem Winkel f, 
der dritte unter dem Supplementwinkel 180" — <p schneidet. 
Dann giebt es einen Büschel von Kreisen, von denen jeder 
die beiden Kreise {K), {K') isogonal und {E") ebenfalls unter 
demselben Winkel oder unter dem supplementären schneidet; 
(üf,), (J/j} gehören zu diesem Büschel. Also: 

Jeder Kreis des Büschels, der durch {M^), {M^} 
bestimmt ist, schneidet alle Kreise (A"), welche beide 
Kreise {M^), [M^] unter dem Winkel !p oder beide unter 
dem Winkel 180" — fp schneiden, unter demselben oder 
supplementären Winkeln. 

Hält man an der obigen Definition des Schnittwinkela fest, 
so ist es nothwendig, zu sagen : unter demselben oder supple- 



1. äO) gesagt ist, bestätigt. 
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meüfärfn A^mkeln Uuieh Kieise (AI wpklie m gerade Linien 
luäaiten und dnrdi wfkhe dei Mittelpunkt von dei einen 
Seite dir Ebene auf die »ndeie ubergetühit wiid geht man 
iiQBtelig von dem Winkel dei einen Rioa'^e zu dem snpple- 
mentaien ubei verfolgt man die bcknittw mkel stetig, so 
genfigt da** eine Inabeaondae gilt also auch 

Alle Kreise, welche (MJ und {M^} gleichartig berühren, 
beide nnter dem Winkel 180" oder beide unter dem Winkel 0" 
sehneiden, werden von allen Kreisen des Bttschela {M^){M^) 
iaogona] geschnitten; der äussere Potenzkreia [A^], der auch 
zu dem Büschel gehört, schneidet sie rechtwinklig, 

Nehmon wir aber an, dass (A") und (K') den [M,) nnter 
dem Winkel rp, (J/,) unter dem Winkel 180° — cp schneiden, 
und dass dies filr (Ä"") auch gilt oder dass K" den (3fJ unter 
den Winkel 180"* — f, (JfJ nnter 9 schneidet, so haben wir 
einen Büschel von Kreisen, welche (A'), [K'} isogonal und {K") 
ebenfalls nnter demselben oder unter dem supplementären 
Winkel schneiden; zu ihm gehören (J/,}, (AQ). 

Also werden auch alle Kreise, welche die Kreise 
(J/J, {M^) supplementär schneiden, von jedem Kreise 
des Büschels {MJ{M^) isogonal geschnitten, insbesondere 
diejenigen, welche (i?,), (Jf,) ungleichartig berühren; der innere 
Potenzkreis {!,) sehneidet sie rechtwinklig. 

Alle Kreise, welche [^J, (M^) gleichartig, bezw. 
ungleichartig berllhren, gehören zu dem Netze, für 
welches der äussere Potenzkreis (^3), bezw. der 
innere f4) Orthogonalkreis ist. In Bezug auf den Mittel- 
punkt dieses Orthogonal kreises haben alle Kreise des Netaes 
dieselbe Potenz, da» Quadrat des (ev. imaginären) Kadius des- 
selben. Daraus folgt, dass die beiden Schnittpunkte zweier 
Kreise des Netzes auf einem Strahle durch den Mittelpunkt 
des Orthogonalkreises so liegen, dass das Entfernungsproduct 
von demselben algebraisch gleich jener Potenz ist; vereinigen 
sie sich, so geschieht es auf dem Orthogonalkreise; daher .ist 
dieser Orthogonalkreis der Ort der Berührungs- 
punkte zweier Kreise des Netzes, und weil er sie recht- 
winklig sehneidet, so ist die Centrale der beiden Kreise 
seine Tangente. Ist der Orthogonalkreis imaginär, so giebt 
es im Netze keine sich berührenden Kreise. 

Wir wissen schon {Stemer Nr. 11 und Anm. 13): Bei 
ans einander liegenden Kreisen {M^),IM^) ist der äussere 
Potenzkreis reell, der innere imaginär; umschliesst 
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aber einer der gegebenen Kreise den andern, ao ist 
es umgekehrt; bei zwei sich schneidenden sind beide 
Potenzkreiae reell. 

Im ersten Fälle sind also nur in dem Systeme der 
Kreise, welche (üfj und (J/J gleichartig berühren 
gegenseitige Berührungen möglich, im zweiten nur 
in dem Systeme der Kreise, welche (Jl/J und [M^] nn- 
gleichartig berühren, im dritten aber in beiden 
Systemen. 

B. 

I. Journal für Mathematik Bd. 2 S, 190 Lchrs, 27, ficsam- 
melte Werke Bd. 1 S. 133 Lehrs. 3*). 

üebeitragung des »alten« Satzes von Pappic^ (Nr. 24 des 
Aufsatzes) auf die Kugel: 

>Wenn [M) und [J/J zwei beliebige Kngelkreise 
sind, die sich in B berühren, und (?«) und (mj zwei 
andere, welche sie und einander berühren, so gilt: 

sin^j, sinj) 



worin r und i\ die sphärischen Radien von (m) und 
(mtj und j) und p, die sphärischen Lothe aus den 
Mittelpunkten dieser Kreise anf den Hanptkreis 
MM, B sind. • 

&udprmann hat im Journal filr Mathematik Bd. 8 8. Ifi 
diesen Satz in folgender Weise bewiesen. 

Er nimmt an, dass (Jl/,) von (J/1 umschlossen wird und 
[m] und [m,] den [M] von innen, den (üf,) von aussen be- 
rfihren (im andern Falle, wo [m) und (wi,) den (Jtf,) um- 
schliessend berühren, ist keine gegenseitige Berührung zwischen 
ihnen moghehl Sind R und E^ die Radien von [M] und (üfj, 
so Ht 

M»i = E — i-. M, m = ß, + )■ . 

ht ati / der Bogen auf BM3[^ von 11 bh mm Fuas- 
punkte von p Man hat dann: 

*} Leider tragen in den sGesammelten Werken- die Wniin- 
sehen »Lehrsätze and Aufgaben- nicht ünraer dieselben Nummürn 
wie im Originale, so daas uns die »Werke- bei iltercn ant dis 
Original bezüglichen Citaten im Stiche lassen 
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C09JJ cos [7 — -'^i) = co3[ß| + r) = coäJ?, oosj- — smiü, sim- , 

cosp C03 [q — T/) = eo3 {Ti — r] = cos J? co3)' + sin R sin r ; 

daraus folgt: 

8in(Ä-|--ß, )3inr:=3iii[7('— ßjsin^cos^/, 

im[R-i-}?^)cosr=cos'|«ospam{Ji-^-Ji^)'i-2sinlhmIf^3inqcoSll, 

also: 

sinfß— It.) . 

2 siniJsiuJi. 



cmi\ — C08(/| 1 
Ucmnacli: 


3in[A'H-yt',) 
2 sin 7? sin 2?, 


■aiu'y, cüs^y 




sin;- eos/ 


■ — CÜ35 coap 


Sil 


!wy cosp 




3111 /■, cos. 


■, — C0S7, coapi 


["?, cosj;, 


Davaui 


i ergiebt sich: 








si 


n(,-~r,}=^sm. 


i'cos^j cosji», — Sil 




CO35 C03jJ 






Sil 


iramq, ^osp^ ■ 



= 3111)- cos (/, I 

üder: 

sin'/ sin(j' — ;■ J := sinj-eos^Ji sim// — '/,)■ 

Multipliüirt man die Forniül für ain[j- — r^) mit cos;/, ao 
erhält man nach einfachen Umforinuagen : 

eos7 siii(r — r^) = sinr cos^j, cos(7 -— q,) — siiir, coap , 
und ann durch Quadiiren und Addiren: 

siiifr — r^Y 
= sin!-^co9Pi ^ 2sinr9iiu-, eospcosp, 003(5 — 5i) + ^i" *cosj 

Wegen der Berührnng von {m) und («(,j die nethwendig 
von aussen erfolgen muas, ist mm,^^r-i- Nehmen wir 

an, dass die Mittelpunkte m, iw, auf dei-selben ^tite dts Hi ipt 
kreises 7?Jl/|3f liegen, so seien die Lothe / nn l ; bis zum 
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Schnitte 0, dem Pole dieses Kreises, verlängert, wodurch ein 
Dreieck mit den Seiten 90" — p, ÖO" — })^, r-\-r^ nnd dem 
Winkel q — 5, zwischen der ersteren entsteht; also ist: 

cosj) coajj, coa(*/ — «/J ^ eos{;' + r^) — sinj» sinj), . 

Setzt man dies oben ein, entwickelt sin(c^!-,) und 
cos(r + rj) und entfernt die Cosinus, so et^ebt sich: 
(ain?'ainjo, — sini-j sinj»]' = 4sinr* sinr, 

sinj?, ainj) 

sini, sin! ~ 

Das obere Vorzeichen gilt, wenn der Kreis («(J nahor dem 
Berühi-nngapunkte B liegt, ala ((»), wie der Fall zeigt, wo 
p T=a ist. Beim Durchgänge des Mittelpnnktes m durch 
BM^M wechselt p sein Vorzeichen; man betrachte insbeson- 
dere den Fall, wo [m] und [m^] in Bezug anf den Hauptkreia 
BM^ M aymmotriach liegen und ihn in ihrem Berührungspunkte 
berühren. 

II. Journal für Mathematik Bd. 2 S. öfi Lehrs. 12; Gesam- 
melte Werke Bd. 1 8. 117 Lehra. 12. 

»Beschreibt man in eine dreikantige Ecke eine 
Reihe von Kugeln, welche alle die drei Seitenflächen 
berühren, und von denen jede die vorangehende be- 
rührt, so bilden die Radien derselben eine geome- 
trische Progreasion. Das Verhältnisa ^ zweier anf 

einander folgender Radien ist, wenn a, b, c die Kanten- 
winkel, A, B, C die Flächenwinkel der Ecke sind 
und a + h-\-o = 2s, Ä-Ir B-\- 0=^28 ist: 



h/sin{..-> ^)sin(..-?.)sin(s- c) 1/^ ^ sinls-a]sin(..-i.ls in{s-c)r 
) ' sins ' ains \ 






coa S coa (S — A) eoa {S — B) cos [S — C) 

4 cos^.^' eos^^fe^ coa^C^ 
~~ ^co3^coa(.S — ^)c<is(g — -glcosf^— P) j^ 
4cos.^.d' eos^iJ* eoa^JC* ) 
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37;. Clumeii hat diesi' 4utgihL im Tuiiiuil t Matliematik 
Bd. 6 S. 84 behandelt 

Er benutzt folgende Ausdiucke fiu den iph machen liadina p 
deä einem sphäi'iachen Dreiecke eingüschiiebeuen Kieiaea: 

' ain>. 

_ — eQaSco3(6'— ^)cQ3(8— B)cos(.S'— C) 
4 coa^^* eoa^B' cos^C* 
Sic sind bei ihm etwas nmatändlich abgeleitet. l>er erste 
Ausdruck ergiebt aich einfacher aus; 



^ ^^ - a !,(. ~ . 
lenu — i-^t dLi iphuHihe Bogen \on dei Ecke A bis zum 
B iLihiungipunktL dta Kieiäes mit iL odci U ausaerdem 
I \t uiui noch dit, bekannte Foimel 

t^i , _9in{), — &Jsm( - ) 

*^^'-"am..ain^-.r 
/u benutzen Den zweiten Auadruek findet man m Is !t a 
[iLDionten der Mithematik Sphärische Tng Nr 11 uni 12 
tbgeleitet 

lat nun dit Eckt, mit ilei Kugel concentriseh und steht sie 
(ibei dem Dreitcke, so lat dei Ort dei Mittelpunkte dei ihi 
ungesthriobenftt Kngeln die (TCiide aus dti 'Spitze mch dem 
Mittelpunkte des dem DieiLckt imgi.arhiiebcni.n Kruses 
habtn alao zwti Kugel mitttlpunkte lon dei Spitze die Ent 
feiunngcn g /n ^o i**! 

li, =^, sinp, Iii = e/i sinp; 
berühren sie aich von aussen, so ist: 



= 1 tgp + Vi + tgp^ }', 
woraus aicli durcli Einsetzen der Wevtlie von tgp* die Steiner- 
schen Formeln ergeben. 
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Sind alle drei Kantenwinkel gleich 60", die dreikantige 
Ecke also diejenige einea regelmässigen Tetraeders, so ergiebt 



ein Resultat, zu welchem Steiner am Sehlnsse seines Aufsatzes: 
Becherehe des relations entre les rayona des oercles qui 
toBchent trois droites donneea et entre les rayons des spliöres 
qni tonohent quati'e plans donnös [Gei^onne'a Annales Bd. 19 
S. 85; Gesammelte Werke Bd. 1 8. 211) in anderer Weise 
gelangt ist. 

III. In diesem Abschnitte vereinigen wir mehrere zusammen- 
gehönge Lehraätze, welche Steiner an verschiedenen Stellen, 
zum Theil wiederholt, mifgetheilt hat. 

Jom-nal f. Math. Bd. 2 8. 287 Lehra. 59, 60, Gl; Ges. 
Werke Bd. 1 S. 160 Lehrs. 6, 7, 8; Journal f. Math. Bd. 2 
8. 96 Aufg. 4, 8. 190 Lehrs. 34; Gergonne'a Annalea de Ma- 
thematiques Bd. 18 8. 378 (Theoremes de geomöti'ie). Syste- 
matische Entwiekelnng Anhang Aufg. 80—84; Ges. Werke 
Ed. 1 8. 127 Aufg. 4, 8. 133 Lehrs. 11, 8. 225 und 8. 455. 

ffl) »Eine Ebene nnd eine Engel (m) seien vorge- 
legt; )■ sei der Radius von fj«) nnd h die Entfernung 
des Mittelpunktes von der Ebene. Ferner sei (»jj 
eine zweite Engel, welche die Ebene und jene Kugel 
berührt. Man eonstruire eine Reihe von Kugeln {[^J, 
(fij), (jij), . . ., welche die Ebene und die beiden Kugeln 
{m) und {m^) berühren und von denen jode die voran- 
gehende änaaerlieh berührt. Die Möglichkeit, dass 
die m'* Kugel (|i„) die erste (ia,) berührt, hängt nur von 
dem Verhältniss hir ab, nicht von der Lage der 
Engeln (mj und (itj. Uio Bedingnugsgleiohung ist: 
1) k = 6r, wenn n=3; 2) Jt = 3r, wenn w = 4; 

3) li = {i-^ V5) r, wenn n = b, 4) h = r, wennw=6, 
5) ?i^(3 — Sf-sV, wenn jj = 8.«*) 

ß) »Wenn vier Kugeln sich zu je zweien äusserlich 
berühren, so giebt ea zwei Engeln, welche 1) sie alle 
von aussen berühren, oder 2} von denen eine ans- 

*) In den Füllen 3; nnd 5 steht hei Slriiirr: h'' — iltr— 11!)-= = Ü. 
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aehlieasend, die andere einschliessend sie berührt. 
Zwischen den Radien B, r dieser Kugeln und der 
l'iutfernung a ihrer Mittelpunkte besteht die Be- 
ziehung: 

,i' = n' + rztlOBr, 

wo das obere Vorzeiehcn im Falle 1), das untere im 
Falle 2) gilt.« 

•;] »Wenn zwischen den Radien li, r und dem Mittel- 
punktabstandc a zweier Kugeln {M), (m), von denen 
i;*() von [M) eingeschlossen wird, die Beziehung statt 
iiat: 

so lege man eine beliebige Kugel {•i,), welche [M] 
und [m] berfilirt; dann Lassen sich vier Kugeln («J, 
\V-.<h iv-i)-' ([J-J construiren, welche {M), (m), (;i,) be- 
rtthren und von denen jede die vorangehende berührt, 
(jt^) aber auch wiederum (jij); endlich ist eine sechste 
Kugel (f.) möglich, welche [M], (»), (^J, (j,), (j,J, (^J 
berührt; so dass von den sechs Kugeln (jx) jede die 
Kugeln [M], [m] und je vier Kugeln (u) berührt.« 

ö) »Wenn die Reihe der Kreise (^,], ([ij, ... (fi„], 
welche alle die Kreise [M] und {ni) (in derselben 
Kbene) berühren und von denen jeder den vorangehen- 
den herührt, commensurabel ist, d. li. wenn (it„) auch 
wieder {\l.^) berührt, — was dann immer geschieht, 
mit welchem {M) und [m) berührenden Kreise auch 
angefangen wird [Steiner''^ Aufs. Nr. 22) — , so mnas 
zwischen den Iladien ß, r von [M] und [m] und dem 
Abstände a ihrer Mittelpunkte die Be/iehiing be- 
stehen: 

1) [K =p r)- zip 4.Rr tg--" = «^ ; 

darin bedeutet *( die Anzahl der Umläufe, und die 
oberen bezw. die unteren Vorzeichen gelten, je nach- 
dem {(») von IM) eingeschlossen oder ausgeschlossen 
wird. 

Für Kreise auf der Kugel gilt: 

2) cos ( J^ qr /■) ± 2 sin J? sin ;■ tg — = cos a. « 
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s) ^Sind(J/; uud{HO sich nicht schneidende Kugeln 
nnd {ln^] eine dritte, welche beide berührt, und be- 
schreibt man eine Keihe von Kugeln ([i,,), [[j,,), ((i.^), 
. . . (ix„), von denen jede die drei Kugeln {M}, (m), (w,) 
un<l die vorangehende berührt, so hängt die Oommen- 
surabilität dieser Iteihe allein von den Itadien Jf. r 
der Kugeln {M), (m), der Entfernung a ihrer Mittel- 
punkte und den Zahlen n und n der Glieder und Um- 
laufe ab, nicht vou der Lage der Kugeln ()«,) und ';»,). 
Die Bcdingungsgleichung für die Oommeusiirabiu'tät 
ist: 

3] (//±r)^qzl(l/,'ysin"~"=a-, 

mit iihnlicher Bestimmung über die Vorzeichen, wie 
in 1) und 2;.« 

C) >I>ie Kugeln (j5f), [m] , («!,) sowohl wie die Kugeln 
[[ij, (jij), ... lassen sich zu Sehaareu von unendlich 
vielen Kugeln vervollständigen, so dass jede Kngel 
der einen Schaar jede der andern berührt. Die 
Mittelpunkte der Kugeln der einen oder der andern 
Schaar erzeugen zwei Kegelschnitte, deren Ebenen 
senkrecht zu einander sind und von denen jeder die 
Hauptscheitel des andern zu Brennpunkten hat. Im 
allgemeinen ist also der eine Ellipse, der andere 
Hyperbel, im besonderen Falle sind sie gleiche Pa- 
rabeln.ä 

Tj) »Enthält die eine Sehaar commensurable Reihen, 
dann gilt dies auch für die andere Schaar. und es 
besteht das mcrkwiii-dige Gesetz: 

i( r 1 

WO ti, tt\ U, K die Zahlen der Umläufe und der Glieder 
solcher Keihen aus der einen nnd der andern Schaar 
sind.< Der Fall ii^l, n = 3\ U=l, iV=6 kommt in 
Kr. 28 des Steiiifi-'st'ittn Aufsatzes vor. 

Mit ö), ■;), a) hat sich ebenfalls Tli. Chusen beschäftigt: 
Journal f. Math. Bd. fi 8. 88, Bd. 7 fl. 31 und 34, und wir 
wollen seine ErÖi-t«rung unserer Betrachtung zu Grunde legen. 

Wir beginnen mit der planimetrischen Aufgabe 5; und 
nehmen zunächst au, dass der Kreia [•n] von [M] eingeschlossen 
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werde. Wiv halieu dann zwei Systeme ^^on bertihreudeu 
Kreisen; die Kreise des einen beriihien {Mj und (h() nngleicli- 
artig: {M) von innen, {iiA von aussen, die des andera Ije- 
rtthren gleichartig; a1jei- wir haben schon [in A.] erkannt, daaa 
nur in dem ersteren gegenseitige BerJlhrnngen nnd daher auch 
eventuell commensurable EeUien möglich aind. Der Ort der 
Mittelpunkte der berührenden Kreise ist eine Ellipse E, welche 
M und ni zu Brennpunkten und deren Hanptaxe die Länge B-\- r 

hat. Daher ist die Excentrieität r =: — — ■ — und der Para- 



meter j) •■ 



-iäz 



J! + r 



2{n + r) 

Wir betrachten jelKt die berührenden Kreise als die Kreise, 
welche ihre Mittelpunkte auf E haben und [in] von aussen 
berühren. Dass E den Kreis {■)>/] nmschlieast, ist nnmittelbar 
klar. Wir benut/.en die Polargleichung der Ellipse: 

wobei Pol der Brennpunkt m ist und die l'olaraxe nach dem 
näheren Scheitel der Ellipse geht. 

Die Kreise, welche ihre Mittelpunkte in (p, «) und (r*', -j') 
haben, haben die Itadien p — )■, p' — )■: berilhreu sie sich 
von aussen, so ist ihre Cenfi'ale [>-[- f/ — 2r, und wir haben: 

(, + ,/ _ 2rr- = p^ + t'" ~ 2pp' cos ('/ - 9). 
Daraus ergiebt sich, nachdem p, p' durch ihre Ausdrflcke in 
a und 9' ersetzt sind: 

p- — 4py -\- 2r- — 2rr {p — r\ (cos o + eoa ';') 
-H (p' + 2r''r-) cos 9 cos 9' -hj'* sin o sin 9' = . 
Knn ersetze man die Winkel 9 und 9' durch andere Winkel 
(1, 0' vermittelst der Gleichungen: 



"' 


- 1 + 


■ cos rj. 


cos 


b' ^ 


1 


+ 


cos a C(M 


; 0" 


und der 


eil tsp rech 


.enden 


für 


0' und 0' 


. W 


eil 


{m) von 


K eln- 


geschlossen wird, 
kilnuen wir cos -7 


ist r < ■ 
beätiuiraen 


1 + ^' ■ 
durch : 


ilso - 


'- 


- < 1; 


daher 
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Dadurch geht ilie obige Gleichung in; 

eos (0 — Oj = ^— — ^_i_L_--l_-__L- 

über. 

Für zwei sich berührende Kreise unseres Systems liat 
deshalb cos {'J — ')') einen testen Werth. Man ersieht leicht, 
dasa, wenn a um 2- wächst, dies auch filr gilt, nnd um- 

2 « t: 
gekehrt. Ist daher ') — 'J ^ — — , wo n und n ganz, siiul, 

so seien n Winkel von dieser Grijsse aneinander gelegt: 

0'— (J, 0"— 'J', ... 0('i) — fj("-0. 
Von den Kreisen, die zu 0, 0', . . . gehören, berflhi't Jeder den 
vorangehenden; es ist aber li'"^ = f) -^2uk, also auch 
a(») ^ f -{- 2ut:; d. h. der zu (f^"^ gehörige Kreis ist mit 
dem zu o gehörigen identisch: der ji" Kveis (d. i. der zu 
()(""') und ^(""0 gehörige) berührt den ersten. "Wir erhalten 
daher als BecUngung der CommensurabilitÄt : 

2n- 2r^>;'--l)-\-ii-p — )]-' 

cos ■ = ^— -^—r- ■ - ■ 

■ n i)^ 

Setzen wir die Werthe von c und p ein, so ergiebt sich: 

COS = 777— Ti — , 



(/,>_-,.j^_4A'Hg ^;- = «% 

die Stewier'sche Formel 1) in 5] mit den oberen Vorzeichen. 
Wenn die beiden Kreise {M) und Im) aus einander liegen, 
so sind nur in dem Systeme der gleichartig berührenden Kreise 
gegenseitige Berührungen möglich. Die Mittelpunktscurve ist eine 
Hyperbel mit den Brennpunkten M nnd m and der Hauptaxe 

li — y, wofern ß]>''; also ist 1^ = — , /> = — ö/l' — ^~" 

Derjenige Ast, welcher den kleineren Kreis {»1] umschliesst, 
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enthält die Mittelpunkte der Kreise, welche {M] und ()») aus- 
schliessend berühren; auf ihm sind, wenn die a von mM ab- 
gemessen werden, die Yectoren p positiv; nehmen wir daher 
zunächst zwei Kreise, deren Mittelpunkte auf ihm liegen, so 
sind die Verhältnisse wie vorher, und die Cummensurabilitäts- 
bedingnug ist: 



Der andere Ast enthält die Mittelpunkte der Kreise, 
(.¥) und (iii) umschliessend bertlhren; auf ihm hat 



' l + ecos.? 

negativen Werth; wegen der UmschliessungsberiihrQug und 
weil p und p' negativ sind, sind die Iladien '' — p, '' ^ p', 
die Centrale bei äusserer Berührung 2r — p — p'; es erhellt, 
dass die Formel dieselbe wird. Liegt aber der eine Mittel- 
punkt auf dem einen, der andere auf dem andern Aste, so 
sind die Radien p — r und r — p'; in diesem Uebergangs falle 
fordeil: die Continnität Einschliessongsberührung , so dass die 
Centrale 2r — p — p' ist; ferner ist hier pp' negativ, aber 
die Formel des Cosinussatzes fordert die Winkel zwischen 
dem positiven Vector p und dem negativen p', und dieser ist 
9' — '-p — ;:, so dass zwei Voi-zeichen Wechsel sich aufheben 
und wiederum dieselbe Formel sich ergiebt: 

" !■- 

Führt man die Werthe für c und p ein, so ergie))t sicli: 

(7,.+ ,;,^ + 4ßMg"J" = ^% 

die iS'frwipr'sche Formel mit den unteren Vorzeichen. 

Wir ersetzen jetzt, eine Rotation um die Axe Mm vor- 
nehmend, die Kreise (3f), [m] durch Kugeln, von denen zu- 
nächst wiedeiTim [m] von [M] eingeschlossen werde; die Ellipse 
E geht über in ein Eotationsellipsoid K. Für den Winkel m 
zwischen den Vectoren p und p' ans m nach zwei verschie- 
denen Punkten dieser FläcSie haben wir: 

003 lu = cos'j cos ';'-{- siu'i sin'i' coS'!- , 
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Amnerkungcii, 








wo 1} der Winkel 
Vectorea liegen: : 


de 


r beideji Mcridianebeuen 


ist iu 


denen 


die 


folgt: 


;'' 




+ 


2r- — 2rrip — r]{co&'f 


' COä<u 


9') 




+ 


[p"- 


+ 2e-' 


■'-)c 


OS 9 coss'+j/^ äiutssiu 


9' COS ''j 


= 0, 





nnd vermöge derselben Subatitutionagleichungen, welthe 'J, 'i' 
eiEführeu an Stelle vou 9, 9', eiliMt man: 

2 ,- g- ii _[_ 4. ,j) ))^ 

cos cos 'J' + sin 'j sin 0' cos <'j = ■ ; — — • 

J'' 
Dies bedeutet, daas, wenn ans den Winkeln 9, »', welche 
den Vectoren aus in nach den Mittelpunkten zweier einander 
beiUhrenden Kugeln aus dem System der (J/j und {m) un- 
gieichartig tangirenden Kugeln zugehören, die Winkel (t, Ö' 
ermittelt werden, dieje in derselben Meridian ebene gezogenen 
Vectoren, welche (Üese Winkel mit der Polarase bilden, einen 
Constanten Winkel einschliessen. Schneiden wir diese Vectoren 
mit der Kugel {m}, so erhalten wir einen spbärisehen Bogen 
von fester Grösse k. Sein Cosinus ist die rechtsstehende 
Constante, Durch die Beziehungsgleiclinngeu zwischen -s und 
'J wird zwischen der Oberfläche des EUipsoids E und der der 
Kugel (m) (oder ii^end einer concentrischen) eine eindeutige 
Beziehung festgelegt, in der zwei Punkte sich entsprechen, 
welche in derselben Meridianebene gelegen nach m Vectoren 
senden, welche mit der Polarase Winkel f und bilden, die 
zusammengehören. Es ist nicht schwer, diese Verwandtschaft 
als CoUineation zu erkennen. 

Ist nnn {■m^) eiue dritte Kugel, welche {Mj und [m] be- 
rührt und auf i'^ ihren Mittelpunkt hat, und m,' der in, ent- 
sprechende Punkt auf der Kugel (m), so mflssen, wenn eine 
commensurable Reihe von 11 Kugeln (;ij, ... (jjl,,) und u Um- 
läufen möglich sein soll, welche alle die drei Kugeln (üf), 
(m), {m,} bei'flhren, (Ue Punkte ji/, ji^', ... [j;„' auf (m), 
welche den Mittelpunkten entsprechen, ein regelmässiges »-Eck 
mit ti, Umläufen bilden, dessen Seite sowohl, wie die Entfernung 
der Ecken vom Mittelpunkte jener festen Grösse /.; gleich ist. 
Aus einem Best! mmnngsdi'ei ecke einlebt sich: 

cos /.■ = coä /.■- -f- siu />■ cos — - : 
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also: 

2,iT. _ cmlc___ 2>°[c- — l ) + 4j'j>— j)^ 

Setzt man wiederum: 

ein, so ergiebt sich: 

jß + r- — 16 i^r aiii --- = ff' 

itls Bediuguag der Commensnrabilität. Und im Falle, wo [M] 
imil {-in) aus einander liegen und die Fläelie der Mittelpunkte 
der Kugeln, welche beide ausschliessend oder beide eiu- 
sehlieasend beriibren, ein zweimaiiteiigea Rotation ahyperboloid 
ist, ist: 



2{H~ 



[R — !■)- + IGllr sin — = >r ; 

das sind die 67«; icy' sehen Formelu von t). 

Es werde der Kugel («i) ein regelmässiges Polyeder ein- 
geschrieben , so bildeu die Veotoren nach benachbarten Ecken 
einen festen Winkel; nehmen wir an, dass 



gleioh dem Cosinus dieses festen Winkels ist, so liefern uns 
die entsprechenden Punkte auf der Kotationsfläche die Mittel- 
pnnkte von Kugeln, welche [M] und (m] bei'tlbren und von 
denen jede von denen berührt wird, deren Mitt«lpnnkte den 
benachbarten Ecken deqenigen Ecke entsprechen, welche ihrem 
Mittelpunkt« eutsprielit. Ist das Polyeder ein Octaeder, so ist 
jener Winkel ein rechter; wir haben daher; 



2;'-( 


t---l)+ipr-p< = 0. 


Dies gicbt, wenn {y 


1') von (,1/j eingeschlossen wird: 


{('! + •■)'- 


-.,')K-«'-,' + 67,V) = 
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aläo, da i?+ -■>o: 

Ii'- + t'- — iM,'r = a-, 
die Stciucr*sc\i6 Formel von -;)- 
Man erhält: 

wenn {31) und {ii>) aus einander Hegen. 

Üeht man m ß) ton den beiden Kngelu [M] und (w) aus, 
HO führt d»s legelmässige Tetraeder zu der gewünschten Be- 
dinftun^Bgleichung bei ihm ist der Cosinus jenes festen 
\\mkeh — 1 dahei hiben wir: 

diiaus folgen füi die beiden l-'älle, wo {»>) von (21) einge- 
seliloiaen odei au ageschlossen wird, die beiden S/cJw er' sehen 
1 Ol mein 

LtSHin wi! die Kugel (M) eine Ebene werden, so ist der 
Oit dei Mittelpunkte un Eotationsparaboloid ; es ist c^l, 
/ ;= f-7' ISehmen wir nnr einen Umlauf, so erhalten Avir: 



Knii ist iu dfin filiif -SYc»/n''ae]ien Fallen von c): 



in den Fallen 1), 2), 4) erhalten wir die linearen >S'/''/j(i'j ''sehen 
Formeln, während in 3) uud 5) die oben angegebenen linearen 
Beziehungen sich ergehen. Bei 5] ist der gefundene Werth 

von — eine der Wnrzeln von Stnjier''s quadratischer Gleichung, 

bei 3) aber genügt er nicht. Clausm erwähnt diese Abweichung 
von Siemci-'s Angaben nicht. 

Den Sat^, dass, wenn bei zwei Kreisen eine commensurable 
Kreisreihe vorhanden ist, mit jedem Kreise aus dem be- 
treffenden Systeme von Bei-fihrnngskreisen eine solche Reilie 
angefangen werden kann, hat Paul fierrpt*) in Beziehung 
gebracht zu dem Satze Jiber Powe/ef'sclie Polygone**). 

*) Nouvelles Annales de Mathömatiqucs Serie II Bd. 1 S. 184. 
**} Wie dieser Satz vermittelst einer Tranaforniatioo duvcli 
rociproke Eadien. welche die Kegebenen Kreise in conc.cntriaclie 
verwandelt, unmittelbar ersichtlich wiril, sehe man in Geifers Ein- 
leitung in die Bynthetische Geometrie S. 175. 
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Wir Laben iu Ä. gefimdeu, dasä in eiuem Systeme von 
Kreisen, welche zwei gegebene Kreise (M), {in) gleichartig, 
bezw. iiugleiehai'tig bertihreu, der Ort von Punkten gegen- 
seitiger Berührung der äussere, bezw. innere Potenzkreis ist, 
nnd die Centrale der sich beehrenden Kreise ihn im ISerüh- 
rnngapankte tangirt (Seird benutzt, um den Ort als Kreis und 
die Berühning durch die Centrale zn erkennen, Transforma- 
tionen dni-ch reciproke Kadien). 

Ist ® dieser Ortskreis und K der Ort der Mittelpiuikte, 
90 führt jedes etwtüge F&imlet'sche Polygon, welches K ein- 
nnd ® umgeschrieben ist, zn einer commensnrablen Kreisreihe 
nnd wenn ein solches Polygon mit bestimmter Seitenzahl vor- 
handen ist, ao kann mit jedem Pnnkte von A" eins begonnen 
werden *\ 

Was die Sätze von Q anlangt, so können wir uns zunächst 
klar machen, dass zwischen der Kugel {m) nnd der ßotatious- 
fläche P, welche die Mittelpunkte der {M} nnd (m) berühren- 
den Kngelu enthält, noch eine weitete collineare Beziehung 
besteht, in welcher der Mittelpunkt einer bertlhrendeu Kngel 
imd ihr Berflhrangspunkt mit [m] einander entsprechen. Da 
entsprechende Pnnkte stets mit ni in gei-ader Linie liegen, 
■ 90 ist diese CoUineation eine Homologie, m ihr Centrum und 
die Potenzebene von [M] und {m) die Ebene der Homologie; 
der gemeinsame Kreis von {M) und (w) liegt auf P**), Man 
kann leicht den Werth des constanten Doppel Verhältnisses 
auf den Strahlen durch m nachweisen; es sei \i der Mittel- 
punkt auf 1', B der Berührungspunkt mit [ni], und Q der 
Schnitt des Strahls mit der Potenzehene; es ist dann, wenn 
(m) von (Jf) eingeschlossen wird: 

und ähnlieh im andern Falle. 

Wir nehmen jetzt drei Kugeln (J/J, (M^), (Jrj; 1',^ sei 
eine zu [3/J und fJ/J gehörige Mittelpunkts fläche und P,., 
eine zu [J/J nnd [M^] gehörige. Aus der Homologie zwischen 

*; Poncelcf, Traitt' des nropriStes proiectives des Agares. 2. Aiiti. 
Bd. 1 S. 311, 347. 

**; In jeder Ebene dnrch Mm sind der Kreis (m) tind der 
Mittelpnnlttskegelscliiiitt K homologisch, weil m ein Schnittpunkt 
zweier gemeinsamer Tangenten nnd die Potenzlinie eine corre- 
eoondirende semeinsame Secante von im) und A'; sind; verg-l. 
C/xrsles, Traite des Sections cmiiqaes, K,ip. XV. 
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